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Modelos de Computacao

@ Modelos de computagao sdo modelos que definem conjuntos de
operagdes permitidas numa computacdo e so custos correspondente.
S30 usados para provar teoremas sobre computabilidade e para medir
a complexidade de algoritmos.

@ Existem modelos computacionais simples e genéricos.
@ Os modelos simples s3o normalmente usados em aplicacdes restritas.
Exemplo:
o Expressdes Regulares: Especificam padrdes de strings, usados
principalmente em Linguagens de programacao.
o Autématos Finitos: Usados especialmente em desenvolvimento de

circuitos.

o Linguagens Livres de contexto: Especificam a sintaxe de linguagens de
programacao.

e Existem muitos outros modelos como: Autémato de pilha, diversos
tipos de gramdticas, etc...
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Modelos de Computacao

@ Hierarquia de Chomsky

Chomsky | Grammar Language Machine

Hierarchy

Type-0 Unrestricted Recursiely enumerable Turing Machine

- - Recursive -

Type-1 Context Sensitive Context-Sensitive Linear Bounded Autématon

- Indexed Indexed Nested Stack Autématon

- Tree-adjoining Mildly Context-Sensitive Enbedded Pushdown Autématon
Type-2 Context-Free Context-Free PushDown Autématon

- Deterministic Context-free | Deterministic Context-Free | Determ. Pushdown Autématon
- Visibly Pushdown Visibly Pushdown Visibly Pushdown Autématon
Type-3 Regular Regular Finite Autématon

- - Star-free Language Aperiodic Finite State Autématon
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Modelos de Computacao

@ Os modelos genéricos sdo capazes de representar qualquer tipo de
computacdo (Tese de Church). O mais conhecido é a Mdquina de
Turing, mas existem outros. Os principais s3o:

e Funcdes recursivas parciais (u-functions). As fungdes primitivas
recursivas estudadas sdo uma subclasse das p-functions.

e Célculo Lambda

e Ldgica combinatéria: similar ao célculo lambda

e Algoritmo de Markov: usa regras similares a gramaticas para operar
sobre um string de simbolos

e Maquina de Post: usa um conjunto de células e instru¢bes para se
deslocar e marcar/desmarcar as celulas

e Maquina de Registradores: Idealizagdo de um computador que usa
registradores de tamanho ilimitado.

e Sistemas de Produc3o: Basicamente Gramdticas de tipo-0.
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Maquinas de Turing Universal

@ Objetivo
o Descrever uma maquina de Turing U, capaz de simular qualquer outra
maquina de Turing M. Para isto a maquina deve conter na fita:
@ o conjunto de instrugcdes sobre o comportamento da maquina a ser
simulada;
@ o contelido da fita da maquina a ser simulada.

o Codificagdo: Para simplificar o processo se codifica uma maquina de
Turing usando um alfabeto restrito = {0, 1}.
M =
{{0,1}, Fita, {0,1,€}, Cabegote, {qi(estadoinicial), g2(estadofinal), ...},

o Codificando uma transicdo: §(qi, X;) = (qk, Xi, Dm)
Se assumirmos que:
] {X17X27X3} = {07 1,6} e
o {Di, Do} = {Esquerda, Direita}
entdo podemos codificar uma transicdo como: 0110/10¥10'10™
e o conjunto P como: 111¢11¢,11#311...11¢,111

José Carlos Bins Filho Linguagens e Métodos Formais 12 de Dezembro de 2013 5/23



Maquinas de Turing Universal

@ Exemplo:

o Dados M = {{0,1}, Fita, {0,1, ¢}, Cabecote, {q(estado inicial),
g2(estado final), g3}, P} onde P é:

5(q171) = (q370a D)
(5((]370) = (q1v17D)
6((]371) = (q2a0a D)
6(gs,¢) = (a3,1,E)

Mdquina que inverte os bits de um string comegando por 1.
e O string que representa a maquina é dado por:

111010010001010011000101010010011
00010010010100110001000100010010111

o Note que este ndo é o Unico string que satisfaz a codificacao da
mdaquina dada.
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Maquinas de Turing Universal

e Exemplo (cont):
e Se aplicarmos a sentenca 1011 a maquina teremos o 1011 ao fim do
string e portanto
< M,;1011 >= 111010010001010011000101010010011
000100100101001100010001000100101111011
o Linguagem Universal: Defina L, como a linguagem
{< M,w > |M aceita w}.
L, é chamada de universal porque o problema de um string
w € {0,1}* ser ou n3o aceito por uma mdquina de Turing especifica
M é equivalente ao problema de w ser aceito por uma mdaquina M’
que contém apenas simbolos {0, 1, ¢} e construida usando a
codificacdo vista anteriormente.
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Maquinas de Turing Universal

@ Simulador de MT: JFlap
o O Jflap serd o simulador usado para fazer o trabalho.
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Problemas

Uma Gramética Livre de Contexto dada é ambigua?

A quest3o acima é um problema?

Aqui nds estamos interessados em questdes que envolvam apenas as
resposta sim ou nao.

Informalmente, um problema é uma questdo contendo um ou mais
pardmetros e cuja resposta é sim ou n3o.

@ Uma lista de valores (argumentos) para os pardmetros é chamado de
instancia do problema.

No caso de ambiguidade acima a instancia é a CFG especifica.

Restringindo apenas a problemas com respostas sim ou n3o, e
codificando as instancias dos problemas como strings sobre um
alfabeto finito nés podemos transformar a resolucdo do problema na
busca de um algoritmo.
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Definicao

Definigao: Um problema é decidivel se existe um algoritmo que
receba como entrada uma instancia do problema e determine se a
resposta para aquela instancia é sim ou nao.

Neste caso a linguagem que representa o problema é recursiva.

Caso este algoritmo n3o exista o problema é dito indecidivel.

Alguns autores usam a no¢ao de semi-decidibilidade. Um problema é
semi-decidivel se existe um algoritmo que para quando a resposta do
problema for sim, mas pode n3o parar caso a resposta seja ndo. Neste
caso a linguagem que representa o problema é recursivamente
enumerdavel.

@ Uma consequéncia nada intuitiva é que se o problema sé possui uma
instancia ele é trivialmente decidivel.
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Definicao

o Exemplo:

e Problema: N3o existe inteiro positivo /, com /i > 3, para o qual a
equacdo x' + y' = z' é vélida. (Conjectura de Fermat)

e A conjectura de Fermat resistiu mais de 300 anos e finalmente foi
provada em 1994 por Andrew Wiles, portanto agora é chamada de o
Ultimo Teorema de Fermat ou Teorema de Fermat-Wiles.

e Portanto a resposta para o problema é um algoritmo que dé como
resposta sim.

o Note:

o Este problema tem sé uma instancia, {x,y, z, i} ndo sdo pardmetros do
algoritmo mas varidveis.

@ Mesmo antes da conjectura ter sido provada o problema ja era
decidivel, pois se a conjectura fosse falsa bastava um algoritmo que
respondesse n3o.

@ De fato n3o importa se a conjectura é verdadeira ou n3o, para ele ser
decidivel ou n3o, porque existem algoritmos que decidem o problema
em ambos os casos (verdadeira - responde sempre sim; falsa - responde
sempre n3o)
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Resumo de decidibilidade

Ling. | Ger. | Rec. | D= D | Fech. Decidivel Indecidivel
Reg. ER AF Sim Luly, | Ly =L,
LiNnky | AFL = AR,
Lily L=10
L* L] = o0
L wel
LC GLC AP Nio LiUL [ L=0 Ly =L,
Ll ||l=o00 |GLG=6GLG
L* welL L
LNl
Rec. GTO MT Sim LUl Ly =1L,
MPost LiNnLy L=10
L1 L2 |L‘ =
L* wel
L
RE GTO MT Sim LyULy Ly =L,
MPost LiNLy L=10
L1 L2 |L‘ =
L* welL
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Complexidade

@ Taxa de crescimento:

e Em anilise de algoritmos é importante podermos estimar o uso de
algum recurso (normalmente processamento e memdria) em fun¢do do
tamanho da entrada do algoritmo.

e Um algoritmo pode ser eficiente para entradas pequenas mas ser
irrealizdvel para entradas grandes.

e Para descobrir se o algoritmo é factivel temos que calcular a taxa de
crescimento do algoritmo ou sua complexidade.

o Isto é feito através da anilise assintdtica.
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Analise Assintotica

@ Na andlise assintdética o que importa n3o é o custo exato de uso de
um recurso, mas como este curso se comporta quando o tamanho do
problema aumenta.

@ Notacdo Big Oh.

o Diz-se f(n) = O(g(n)), significando, f(n) é limitada por g(n), se
existe um ndmero real k e uma constante positiva ¢ tal que:

Vn > k:|f(n)| < clg(n)|

g(n) é um dos possiveis limites superiores da fun¢do f(n). Outras
funcdes podem ser limites superiores de f(n), mas em complexidade de
algoritmos g(n) deve ser a fungdo com a menor taxa de crescimento
que é limite superior de f(n)

o Ex: f(x) =3x2+2x+7 = f(x) = O(n?)

3x2 +2x + 7 < 3x% 4+ 2x% + 7x% < 12x?
para x > 1: f(x) < 12x?
Logo: f(x)=0(n*) comk=1ec=12
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Analise Assintotica

@ O célculo é uma aproximacao, o que significa que nem todos os
recursos sdo computados, mas todos os recursos importantes,
principalmente os que sdo recursivos, devem ser levados em conta.

o Exemplo: for (x=1; x < n; x++) f=1f*x
Quais eventos serdo contados?
Qual a complexidade do problema?
E se o calculo a ser feito fosse f = f x x x (x — 1) % (x — 2) * (x — 3)7
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Classes de Complexidade

@ Definigao: Classe de complexidade é um conjunto de linguagens que
possuem a mesma medida de complexidade para um determinado
recurso.

o Note:

e Para toda linguagem L pertencente a classe existe um algoritmo para o
qual Vw, w € L é decidivel.

e Os recursos mais usados para medida de complexidade sdo tempo de
execucao e memdria.

e O custo exato do recurso para os algoritmos L; e Ly, ambos
pertencentes a mesma classe de complexidade, pode ser diferente, mas
a medida de complexidade deles é o que determina a participacdo deles
a classe.
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Classes de Complexidade

@ Classe P:

o A primeira classe importante é a classe P (de polinomial).
o Definigao: P = {L C {0,1}*| existe um algoritmo que decide L em
tempo poIinomiaI}
Por exemplo: n?, n3 n* ... ou O(n*)
o Note:
o Existe uma grande diferenca entre o tempo de execu¢do de um
algoritmo com complexidade O(n?) e O(n*).
Por exemplo de 10 para 100 entradas a diferen(;a de crescimento de
( = 100 — 10000.
@ No entanto esta diferenga é muito menor que a diferenca entre
algoritmos polinomiais e exponenciais, o que faz que todos os
polinomiais sejam colocados em uma tinica classe.
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Classes de Complexidade

@ Classe NP:

e Para alguns problemas nao foram descobertos algoritmos polinomiais
que os solucionem.
e Duas possibilidades?
o N3o existem algoritmos para solucionar os problemas em tempo
polinomial.
o Existem algoritmos mas estes ainda ndo foram descobertos.
o Verificabilidade Polinomial:
o Definicao: Um verificador V' para uma linguagem L é um algoritmo
tal que:
L= {w|V aceita < w, ¢ > para algum string c}
e Exemplo:
@ L: conjunto de todos os grafos direcionados
e w: um grafo direcionado que se quer testar se é Hamiltoniano
@ ¢: um ciclo hamiltoniano
Note que caso ¢ seja um ciclo Hamiltoniano entdo o grafo é
hamiltoniano
o Neste caso o tempo de execugdo da verificagdo é polinomial.
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Classes de Complexidade

Classe NP:

Nao ter sido descoberto um algoritmo polinomial para decidir um
algoritmo n3o significa que o algoritmo n3o pertence a classe P.

@ Na realidade para muitos problemas que se achava que n3o eram
polinomiais foram descobertos algoritmos polinomiais que os decidem.

Um problema recente (2002) foi o da composi¢do de um ndmero. Um
nimero é dito composto se ele é o produto de dois outros niimeros
diferentes de 1.

Definicao: NP é a classe das linguagens que tem verificadores de
tempo polinomiais.

@ NP é uma classe importante pois possui muitos problemas de
interesse pratico.
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Classes de Complexidade

e PxNP

e P é a classe das linguagens que pode ser decidida em tempo polinomial
e NP é a classe das linguagens que podem ser testadas em tempo
polinomial

Portanto ou P C NP ou P = NP
P = NP é um dos maiores problemas matematicos deste século.

@ A maioria dos cientistas acredita que P # NP, mas ndo existe prova.
Se P # NP ent3o n3o existe como substituir os algoritmos que usam
forca-bruta (teste de todas as possibilidades) para resolver um
problema.
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Classes de Complexidade

o NP-Completo
e Em 1970 Cook & Levin descobriram problemas NP cuja complexidade
esta relacionada a da classe NP inteira.
o Eles provaram que se existir uma solu¢do polinomial para um destes
problemas entdo todos os problemas NP tem solugcdo polinomial.
o Este tipo de problema é chamado de NP-completo
e Portanto se for achado algum algoritmo que solucione um problema
NP-completo em tempo polinomial isto significa que P = NP.
e Definicao: Uma linguagem B é NP-completa se satisfaz as condi¢es
abaixo:
e Be NP
o VYA € NP A é redutivel a B em tempo polinomial
e Exemplo: Problema SAT (Satisfazibilidade Booleana)
o Dada uma férmula booleana usando apenas as operagdes E, OU e NAO
(A, V, ), a férmula é dita satisfazivel se alguma atribuicdo de valores
para as varidveis faz o resultado da férmula ser verdadeiro (V ou 1).
o A férmula f = (X Ay)V (x A Z) é satisfazivel.
Parax=0,y=1ez=0.
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Problemas Intratdveis e Algoritmos de Aproximacao

@ A Teoria da NP-Completude permite que o projetista concentre os
seus esforcos de uma forma mais produtiva ao revelar que a busca por
um algoritmo eficiente para um certo problema é extremamente
improvavel, se ndo impossivel

@ ltens Importantes:

e reducdes sdo uma forma de mostrar que dois problemas sio
essencialmente idénticos. Um algoritmo rapido para um problema
implica em um algoritmo rapido para o outro

e Na prética um conjunto pequeno de problemas NP-Dificeis sdo
suficientes para mostrar que outros problemas s&o dificeis (3-SAT,
Vertex Cover, Hamiltonian Cycle)

o Algoritmos de Aproximagao garantem solugdes que s3o proximas da
solu¢do 6tima e provéem uma forma de lidarmos com problemas
NP-Completos
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Problemas Intratdveis e Algoritmos de Aproximacao

@ Exemplo de Problemas Intrataveis:
e O Problema 3-SAT

o Problema de satisfazibilidade de férmulas booleanas na sua Forma
Normal Conjuntiva (Produtério de Somatdrios) onde cada somatério
possui 3 varidveis.

Embora k-Sat, kK > 3 é NP-Completo, e Sat também é
NP-Completo, o problema 2-Sat é P. Existem algoritmos ( Even, Itai &
Shamir (1976) e Aspvall, Plass & Tarjan (1979)) que resolvem o
problema em tempo linear. (Cuidado o livro texto estd incorreto pois
diz que todos os algoritmos k-sat sio NP-Completos)
e O problema do caixeiro viajante (TSP)

@ Encontre uma rota que parta da cidade 1, visite as demais cidades
exatamente uma vez e retorne a cidade 1, tal que a distancia percorrida
seja minima

@ Em outras palavras, queremos encontrar uma permutagao, dentre as
n!, que tenha distdncia minima.

e Problema da Mochila (Knapsack)

@ Dada uma lista de itens com os respectivos tamanhos e valores e uma
mochila com uma dada capacidade, ache o conjunto de itens de maior
valor que cabem na mochila.
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