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� Foco: Modelos matemáticos para 
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Cap1: Histórico 

� Décadas 40 e 50
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� Chomsky (década 50)
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Cap1: Tópicos

� Autômatos
� Linguagens 
� Máquinas de Turing

Cap2: Linguagens

� Definições:
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� Definições:
� ����%���%�2���.ε/������%���	���	$� ���	���3�
���� ���+�����������(��+����������������
����%���%�2���
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� Resultados:
� ε�⊄�
���
�4�5ε6�≠�

� 
�4�φ�7�




Cap2: Linguagens

� Expressões regulares: Gerador 
recursivo de palavras pertencentes a 
uma linguagem. 

� !�����(���8����	�%������8
n !����Σ 7����� ���
n ����	$� ����α�∈�Σ�#������8
n 0��β9�#������8���β:�#������8�������

� β9β:�#������8 .���������(��/

� β9�4�β:�#������8�.���������%�/
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� !�����(���8����	�%������8�.��������(��/
n 0��β9�#������8���β:�#������8�������

� β9
;
�#������8�.��������������

<�����=������(��/

� .β9/�#������8

� '���(��	����������%�	�
n β9

4�������������	�������(��	

n β9>
���2�����������������(��

n β9�?�β:�����������%�

Cap2: Linguagens

� Expressões Regulares:
� @�������������<�������2����������	�������(��	

n ����Σ�7�5A6���Σ;�7�5ε+�A+�AA+�AAA+����6

� �����	��������
��������	��
;�#������)�����
�������	��	�����%��	��������	���������%��	�
���
+������	�%��������%���%�2����

Cap2: Linguagens

� Outras representações:
� ΣB

� Σ�

� Resultados:
� ����#�%�����������	��19�∈�
����1:�∈�
�
������191:�∈�
�

� φ;�7�5ε6
� 
;�7�
;;�



Cap2: Expressões Regulares

� Exemplos:
� �8��������	��	�	�����(�	�����	��� C	����������
����	�:��	�

n .�4 /;�.�4 /;�.�4 /;���
n  ;� ;�.�4 /;���
n  ;�.�4 /;� ;

� D����������
n .�4 /;�.�4 /;�.�4 /;�≡� ;�.�4 /;� ;��������
������������	���������������	��	���������������
����.�4 /;�≡� ;

Cap2: Expressões Regulares

� Note que:
� .�;/;�7��;

� .�; ;/;�7�.�4 /;�7�.�;�4� ;/;�≠≠≠≠��;�4� ;

� .��4�� /;�≠≠≠≠�.�;�4�� ;/;

Cap2: Expressões Regulares

� Teorema:
� �������������	��������#�����������������������
.�����	���������������������8/

� -��������%�������
n ����
������������������	��������������������

�����		�����������#����������������������

Cap2: Autômatos Finitos

� Autômatos Finitos e Expressões regulares 
representam o mesmo conjunto de 
linguagens

� Autômatos Finitos são reconhecedores e 
Expressões Regulares são geradores
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Cap2: Autômatos Finitos

� Definição:
� G�����H������������#�������$�������
I0+D+@+Σ+δJ������

n 0�#�������)����������������	����	
n D�#����	���������������������D�∈�0�
n @�#������)���������	����	������	���������@�⊂�0
n Σ�#������� ���
n δ�#������(����������	�(��������������������������
I�	����+�0$� ���J����������%���	������3����
0$� ����∈�Σ
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Cap2: Autômatos Finitos

� ����-������������������	��	�����%��	��������	�
�������� ���������	������������	���� +�
.�4 /; .��4� /;+�������	��������	������������
���H�����-�� �����

n -�7�I0+D+@+Σ+δJ
� 0�7�5A+9+:6
� D�7�A
� @�7�5:6
� Σ�7�5�+� 6
� δ.A+�/�7�9+�δ.A+ /�7�:+�δ.9+�/�7�A+�δ.9+ /�7�:+�
� δ.:+�/�7�:+�δ.:+ /�7�:�
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� -����(����������	�(��������	��������	�������
����%#	���������� �����������	�(���

n ���������(����������������������������	���
�����	�����������

� � ��  �

�������� A� 9� :�
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a,bb

a

a,b

� �	�����������
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a

a,b



� �	�����������
n �.�4 /;

Cap2: Autômatos Finitos

a

a,b

a,bb

� �����$���	���������
n !C��	����H����	�������	����������	�� �����
� 
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�

Cap2: Autômatos Finitos

L��w | w��0,1�*�w contem101�w termina por 1�

0 1 0

1

0101

1

0

� �����$���	���������
n !C��	����H����	�������	����������	�� �����
� 
�������������������)��������.A49/;�������������������������
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� �����$���	���������

n !C��������		�����������������	����H����	�
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Cap2: Autômatos Finitos

a,b

a,ba,b

a,b

a

b

� Existem dois tipos de autômatos finitos:
� !�������$	����	�

n ���������������������	��������	�����������	����������
�������������������������	����

n - ��%��������-@!����!@-�.���D���C	/

� '�����������$	����	��
n -@'!����'@-�.���D���C	/

� �� ���������	�%�2�	�	�)�����	������������	����������
��������������%#	�������-@'!+��	����������	���������	�
����-@'!���-@!�	���������������	���	��	���	����	�
���������	���������	�
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� Flexibilizações:
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� Flexibilizações:
� �E������	�	$� ���	���������	�(���

n '���Q�����,	���������	�������	$� �����		���������
���������	�(����

n -@��

n Q��

Cap2: Automatos finitos
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b
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n Q�

� Flexibilizações:
� -�	C��������������	�����	�(��	�

n '���Q�����#�� �����F������������	��	��	����	�
�����������	�(��	����������	��	�	$� ���	����
���� �����D	������������	��	����	������	�����������	�
�������������)��(��������������%����
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a
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n Q��
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b

b
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� Flexibilizações:
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n '���Q�����,	����������	�(��	�������#�����		�����
��2��������	��������	����������	�����������������
	� ��������#����	��������������

n Q��
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a,b a,b a,b

a a

� Flexibilizações:
� ���	�(��	�%�2��	�

n '���Q�����,	����������	�(��	�������������
	$� ����#����	������

n Q��
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Cap2: Automatos finitos

� Conseqüências do ε :
� '������������	��
� D�������	�����	�(��	���		$%��	������������	����
� D�������	��������	����������	
� &������	���������	

Cap2: Automatos finitos
� �����������Q���-@��'E�������������	��� C	

n Q�

n -@�

aa,bbaa,bb ab,ba

ab,ba

a

a

a

a
bb bb
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� Exercícios:
D� ���	����������H�����������������������������

�������	��	�	�����(�	����5�+ 6�����
�������������E�������������	�

DD��!C����������		����������������������������
�������	��	��E����	�����	�����	�����
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� Teorema de Kleene 
� R���������������������������	����������������

n G��������		���8���������
n G��-��H�����@��������
n G��Q�����������	�(��S

�������	���������������������������	���C	��#����	�
� ��������	�����%��	��	���C	��#����	�	���
����%������	�



Cap2: Automatos finitos

� AFND → AFD:
� 3��#��������	�	�������������	�����	��	�
	� ���)����	�����		����	�������	����)����	����
�	����	���������������������

� D�����������&�	���������	�����������������
������		���	�$��������������	$� ��������	�����
��������������+�����+���%��	����������������	��	�
����	�(��	��������������%�����%������	����	�����
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� AFND → AFD:

a,b a,b a,b

a aq0 q1 q2

Estado Entrada

a b

q0 {q0,q1} q0

{q0,q1} {q0,q1,q2} {q0,q1}

{q0,q1,q2} {q0,q1,q2} {q0,q1,q2}
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� AFND → AFD:

0

q2

Estado Entrada

0 1

q1q0

1

10

Λ

Cap3: Gramáticas regulares
�  Uma gramática é um mecanismo para gerar 

sentenças/palavras de uma Linguagem.
�  Uma Gramática é definida por uma quadrupla 

G={N,T,S,P} onde: 
� '�#������)��������	$� ���	������������	
� �#������)��������	$� ���	���������	�������� ����.Σ) 

������������
� 0�#���	$� ������������.������0�∈�'/
� ��#������)�������������	���������(���������	���%��

������	����,��������	���%���	�������%���	�



Cap3: Gramáticas regulares
� Exemplo: G

1
 = { {S,B}, {0,1}, S, P}

� Exercício:
� !C�L�	�����(�	�������	����������������
� !��������������������������	�����������

 

P: S → B

B → 0B1

B → 1B0

B → Λ

� Pode-se representar produções de forma 
reduzida unindo-se o lado direito das 
mesmas por um símbolo “|" (desde que o 
mesmo não faça parte da linguagem).

� ����������������������������������������������������#�
����%��������	�K������(��	�����������	�

  

Cap3: Gramáticas regulares

P: S → B | 0B1 | 1B0 | ε  

� Uma  gramática  é dita  regular se  as suas  
produções  são do tipo: α → wβ e α → w, onde α e 
β ∈ N  w ∈ T*. (linear à direita) 

� Alternativamente uma gramática regular pode ser 
definida por produções do tipo: α → βw e α → w, 
onde α e β ∈ N  w ∈ T*. (linear à esquerda)

� Gramáticas regulares geram linguagens regulares 
que podem ser representadas também por 
expressões regulares e autômatos finitos.

  

Cap3: Gramáticas regulares
� Exercício: Quais das gramáticas abaixo é 

regular?

Cap3: Gramáticas regulares

1- S → B

B → 0B1

B → 1B0

B → ε

2- S → 0B

B → 1B

B → 0

B → 1



� Obs.:

� G������������������������������������	����������
�����������������

� '�	�����	�����	�����������������������������
��� #�������	���������	�������������

Cap3: Gramáticas regulares

� Derivação gramatical
� G�����������������%��	�����(�	�������������	���
	$� ����������������������������	� 	������������,
��������	���������������	��������(��

� ���	��	���		$%��	�	���C����	������������	�
.	�����(�	/�������2���	���	������������������
���������������������������������

� �������	������������������:����	���������������A+�
9+�AA+�A9+�9A+�99+�T

Cap3: Gramáticas regulares

� Exemplo de derivação:
� !����������������� ����+�����%����	�����(��

n �����L�4�N�B

Cap3: Gramáticas regulares

E → I | I O E

I → id | N

O → + | - | * | /

N → D | D.D

D → 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | DD 

Cap3: Gramáticas regulares
E � I O E � I – E � I – I O E �� Ι  Ι + Ε � I – I + I

� id  - I + I �  id – N + I � id – N + N � id – D + N

� id – 5 + N � id – 5 + D.D � id – 5 + 7.D 

� id – 5 + 7.3



� Derivação mais à esquerda
� R���������������%�(�����	$� �����������������
����%����#�	������������������������	�U�
�	�������������%�(���#����������������%�(���
���	�U��	�������

� ����%���������������	���������%�(������	�U�
�������

Cap3: Gramáticas regulares Cap3: Gramáticas regulares
E � I O E � I – E � I – I O E �� Ι  Ι + Ε � I – I + I

� id  - I + I �  id – N + I � id – N + N � id – D + N

� id – 5 + N � id – 5 + D.D � id – 5 + 7.D 

� id – 5 + 7.3

E � I O E � id O E � id – E � id −  Ι Ο Ε � id – N O E

� id  - D O E �  id – 5 O E � id – 5 + E � id – 5 + I

� id – 5 + N � id – 5 + D.D � id – 5 + 7.D 

� id – 5 + 7.3

Derivação mais à esquerda:

Cap3: Linguagens regulares

� Def: Linguagens Regulares são linguagens 
que podem ser definidas por uma 
Expressão Regular (ou Autômato Finito ou 
Gramática Regular)

� Teoremas:
� 0��
9���
:�	���
8�������

n 
9�4�
:�#�
8
n 
9
:�#�
8
n 
9;�#�
8

�Trabalho 1

� Entrega 07/05/2012
� Grupos de até 3.
� 1- Faça autômatos determinísticos para as 

linguagens abaixo
n 
��������	�
9����5A+9+:+B+K+L+M+N+O+P+V,V+V46�����

�����	������E����	��������	��0�����#����������������
�����������������	�9��������

n 
��������	�
:����5A+9+:+B+K+L+M+N+O+P+V,V+V4V+V�V+�6�����
�����	������E����	���������,�����������0�����#�
��������+����������������������	�9�������������	����
%���������	����%�������������	�����%��%����������F	���
�E�����



�Trabalho 1
n 
���������
B����5A+9+:+B+K+L+M+N+O+P+-+W+&+!+�+@6�

��	��E����	����������������
� 4- Implemente e teste L3 no editor de 

autômatos JFlap 

Cap8:Hierarquia de Chomsky

Tipo 0

Tipo 1

Tipo 2

Tipo 3

Livre de contexto

Sensível ao contexto

Irrestrita

Regular

� Uma das principais aplicações do estudo de 
Linguagens é a criação de compiladores para 
linguagens de programação.

� Linguagens de programação não são linguagens 
regulares e portanto necessitam de uma forma de 
representação mais poderosa que gramáticas 
regulares (ou autômatos finitos ou expressões 
regulares)

� Obs.: Mesmo gramáticas livres de contexto não são 
suficientes para representar completamente uma 
Linguagem de Programação.

Cap4: Gramáticas Livres de 
Contexto

� Uma  gramática  é dita  livre de contexto (GLC ou 
CFG) se  as suas  produções  são do tipo: α → β, 
onde α ∈ N  e β ∈ (N ∪ Τ)*. 

� ��������

  

Cap4: Gramáticas Livres de 
Contexto

List → List + Digit

List → List - Digit

List → Digit

Digit → 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 



� Derivação: mostra como o símbolo inicial da 
gramática deriva uma sentença da 
linguagem.

� ����P���L�4�:

Cap4: Gramáticas Livres de 
Contexto

List � List + Digit � List – Digit + Digit 

� Digit - Digit + Digit � 9  - Digit + Digit  

� 9  - 5 + Digit � 9 – 5 + 2  

� Árvore de derivação: mostra graficamente 
como o símbolo inicial da gramática deriva 
uma sentença da linguagem.

Cap4: Gramáticas Livres de 
Contexto

List

List Digit

List Digit

Digit

9 5- + 2

� Uma árvore de derivação gera uma única sentença, 
mas uma sentença pode possuir várias árvores de 
derivações diferentes.

� Se uma sentença tem mais de uma árvore de 
derivação mais à esquerda a gramatica/linguagem da 
sentença é ambígua.

� Solução: Usar sempre linguagens não ambíguas ou 
usar informações adicionais para desambiguá-las

� Tipo de informação capaz de retirar ambiguidade de 
uma linguagem/gramática.

n ������C�����������������	
n -		������%������������������	

Cap4: Gramáticas Livres de 
Contexto

� Exercícios:

� Dê GLC para as seguintes linguagens.
n Palindromes sobre o alfabeto {a,b}
n O conjunto de todos os strings sobre o alfabeto 

{a,b} com duas vezes mais as que bês.

� Diga se a gramática abaixo é ambígua

S → aB | bA

A → a | aS | bAA

B → b | bS | aBB|

� Ache a forma normal de Chomsky para a GLC abaixo
n S → ~S | [S > S] | p | q

Cap4: Gramáticas Livres de 
Contexto



� Autômato de pilha AP (PDA - Pushdown 
automata) são máquinas que reconhecem 
palavras de Linguagens Livres de Contexto.

� Um AP é semelhante a um AF com estados 
e transições, mas com modificações.
� G�������������������
� G���������
� G������ ������������
� -	������(��	��������	�(��	���������������

Cap5: Autômato de Pilha
� A fita de entrada:
� &����	��������������	��#����	+����������
��������������	�	$� ���	�������� ������� ������
.∆)

� 
��������U��	������������������U��������
� &�����#�����#����������	F�%�2�
� X��		������������F	�������������#��������
 ��������������	������ �����

Cap5: Autômato de Pilha

� A pilha:
� X����������+����	�)�+�������������	�$������
��������	�	�����	���������������

� &���2��������2���������E�����������������
��������	

� D���������������������������������������#��
 ������

� &�����������������2�����������������%��
����������������� ����������������������	���������
�������������������� ����������������

Cap5: Autômato de Pilha
� Definição: Um Autômato de Pilha (AP) é 

uma tupla de sete elementos <Q, Σ, Γ, I, F, 
P>:

� Q : Conjunto finito de estados

� Σ : Alfabeto finito da fita de entrada

� Γ���-��� �������������������
� D���	������������
� @��&��)���������	����	������	�.@�⊆�R/
� ���&��)�������������������	�(��	

Cap5: Autômato de Pilha



� P: Conjunto finito de transições
� -	������(��	�	��������	������	���������	�(��	����

������)������.����	����+�	$� ��������������+���
	$� ��������������������/�����������%��
���)���������	����	���������	��(������2�������
���	�	$� ���	���������

Cap5: Autômato de Pilha
� Algoritmo de execução:
� &���(������	�������������
� ���������	������(��	��������	�(������������
��������������

� 0������������		$%������������+���)�������	�����(�
� 0���������������	����������+����������	�����(�

Cap5: Autômato de Pilha

� Exercício: 
� 
�7�5.�4 /;�?����E���������	��� C	�#������6

δ(q0,a,∆) = {(q0,A)}

δ(q0,b,∆) = {(q0,B)}

δ(q0,a,Α) = {(q0,AA)}

δ(q0,b,Β) = {(q0,BB)}

δ(q0,a,Β) = {(q0,Λ)} 

δ(q0,b,Α) = {(q0,Λ)}

δ(q0,∆,∆) = {(q1,Λ)}

Cap5: Autômato de Pilha

� Estado inicial: q0
� Estado final: q1

� Determinismo x Não determinismo:
� G���!-�#�������������������	�������������	����
���������(��������	������������������	���
���)���������	����+�	$� �����������������
	$� ���������������������

� !���������������H����	�������	��	�����H����	����
���������������	��	����������������	��	�����
�����	����������	������)�����������������	�

� 3�&��)�������	����������	���%��	�������������#�
�����	�������������������	��������������
���������	��	������511,9�?�1�∈ {0,1}*}

Cap5: Autômato de Pilha



� Exercícios:
� @�(������!-������������������� �����

0�→��--

-�→��0�?� 0�?��

� !C�������������������������������������������!-�
� �����
D��������A+���������:
δ(q0,a,∆) = {(q0,A)}

δ(q0,a,Α) = {(q0,AA)}

δ(q0,b,Α) = {(q1,Λ)}

Cap5: Autômato de Pilha

δ(q1,b,Α) = {(q1,Λ)}

δ(q1,∆,Α) = {(q2,Λ)}

δ(q2,∆,∆) = {(q2,Λ)}

� Exercícios:
� @�(������!-�����������������	����������	�� �����

n &��)������������	��	�	�����	����5�+ 6����������������
��������11�

n

n

n

Cap5: Autômato de Pilha
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� Exercícios:
� @�(������!-�����������������	����������	�� �����

n &��)������������	��	�	�����	����5�+ 6����������������
��������11�

n

n

n

Cap5: Autômato de Pilha

�ai
b

2i�i	1 �

�wcw�w��a ,b �
�

�aa
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i
c

j�i	1� j	i �

� Uma das principais aplicações do estudo de 
Linguagens é a criação de compiladores para 
linguagens de programação.

� Linguagens de programação não são linguagens 
regulares e portanto necessitam de uma forma de 
representação mais poderosa que gramáticas 
regulares (ou autômatos finitos ou expressões 
regulares)

� Obs.: Mesmo gramáticas livres de contexto não são 
suficientes para representar completamente uma 
Linguagem de Programação.

Cap4: Gramáticas Livres de 
Contexto



Cap6:Ling. Sensíveis ao contexto
� Linguagens sensíveis ao contexto são 

linguagens cujas sentenças exibem 
dependência entre trechos distintos das 
mesmas.

� '����������#����������������������������	�


&���� #����		����������C�����������
������	���	�����	����������+�
0&�	���������	�
����������C���������������������	���
�����	������	�����Q
&

� Máquinas de Turing com fita limitada (ou Linear 
Bounded Automata – LBA) são reconhecedores de 
Linguagens sensíveis ao contexto.

� Turing Machine Ilimitada

Cap7:Máquinas de Turing

a a a a••• •••

Controle

� Máquinas de Turing:

� �

� R��Conjunto finito de Estados

� Σ: Conjunto de símbolos de entrada

� Γ: Conjunto de símbolos da fita (Σ ⊇ Γ)

� δ:  Função de transição

� q
0
: Estado inicial

� F: Conjunto de estados finais

Cap7:Máquinas de Turing

TM ��Q ,� , ,� , q0, F �

�Q ,���Q , , �E , D ��

� Na Máquina de Turing ilimitada é assumido que as 
posições da fita que não contém símbolos de 
entrada contém um simbolo especial, 
normalmente branco (representaremos este 
símbolo por ∆)

Cap7:Máquinas de Turing



� Função de transição

� Interpretação:

� Dado que a máquina está no estado q e tem sob o 
cabeçote da fita o símbolo X, passa para o 
estado p escreve o símbolo Y na fita e move o 
cabeçote de leitura para a esquerda (E) ou para 
a direita (D)

Cap7:Máquinas de Turing

��q , X ��� p ,Y , M �
q e p�Q

X eY �
M ��E , D �

n Editor de Automatos: Jflap

n Exercício: 
– @�(����������������������������������:�������

�E����
– D���������,���	�����Y@���

Cap7: Maquina de Turing

� ��������������	
��������
�������������
��������
����������������������������
�����������������
�
���������������������
������������������������

� ��������������	
��������
�����
n ���	�(���	�����%������(����������	���������������

��������������������������������������� ���������
�������������������	� ����������������F	����	�������
D	��������	��������������	������������������
��������&���>

n �����,������-��������������	���������������������������
�������(��+���	������������,��������	���	��������
������������������&���>
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� ���������	
�	�������	
�	������

n @�������������������� �	��	�����	�������	���	��������
���������������������������������	�����	�

n '���!��������	����3��������������	��+������	�����
�+�����������������������������	����(������
������+�����������������������	��������	���
�����	��������������������������	����	�
���������%�	����������	����������%���������������
����	��	����������%�	�������������	���(���

n @��������������	�������'�	�����	�����%�2�������������
��������������,	���������Z������������������	���
	�����������������������������,�����
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� ���������	
�	�������	
�	������
n �����,�� �������*����	��� �(���	���%����,	��	� �����

��	��������
n 3��,�������������������,����������������������������#�

	�������������������Q��%�(��	�	��������	������	�
	� ����	������	�����	��'�����������������������������
#������������������� �����3��� �(�������������������
�������		�����	��	�	$� ���	�

Cap7:Máquinas de Turing
� Linguagem representada por uma máquina de Turing: 

linguagem recursivamente enumerável (RE)

� 
���������������	�����	��	�	�����	�������	���
���������	�������������������������

� '�	��	����������	����������������������	������
�����	����	�����(����������������������+���	�����
	�����������	����	�����(�����������������
���������

� �����������������������������������#���		$%���
��������	����	�����(�����������������������������

Cap7:Máquinas de Turing

� Linguagem recursivas: Nestas linguagens uma 
máquina de Turing sempre para, não importando 
se a sentença pertence ou não a linguagem

Cap7:Máquinas de Turing

Cap7:Hierarquia de Chomsky
Chomsky 
hierarchy

Grammar Language Machine/Automaton

Type-0 Unrestricted Recursively 
enumerable

Turing machine

— — Recursive ––

Type-1 Context-sensitive Context-sensitive Linear bounded 
automaton

— Indexed Indexed Nested stack automaton

— Tree-adjoining Mildly context-
sensitive

Embedded pushdown 
automaton

Type-2 Context-free Context-free Pushdown automaton

— Deterministic 
context-free

Deterministic 
context-free

Deterministic pushdown 
automaton

— Visibly pushdown Visibly pushdown Visibly pushdown 
automaton

Type-3 Regular Regular Finite automaton

— — Star-free language Aperiodic finite state 
automaton


