1 Sintaxe da légica proposicional

1.1 Gramatica

Defini¢ao 1.1 (Sintaxe da Légica Proposicional) O conjunto das formulas pro-
posicionais € o menor conjunto P tal que

. Se X € uma letra proposicional, T ou L entdo X € P.
. Se X € P entao X € P.
. Se XY € Pentio( XANY)eP, (XVY)eP, (X —=Y)ePe(X<Y)eP.

1.2 Formulas

Uma formula ou uma formula bem formada é qualquer elemento sintatico construido
a partir das regras da definicao 1.1.

A regra 1 estabelece quais sao as férmulas mais simples que exitem na ldogica
proposicional: letras proposicionais (que representam proposicoes) e os simbolos que
representam os valores légicos verdadeiro (T) e falso (L) sdo considerados férmulas
da légica proposicional. As regras 2 e 3 mostram como formulas mais complexas
podem ser (corretamente) construidas a partir de férmulas mais simples. Particu-
larmente, a regra 3 estabelece que a negacao de uma férmula da légica proposicional
também é uuma férmula da légica proposicional. A regra 3 estabelece que a con-
juncao de duas férmula da logica proposicional, quando rodeadas por parénteses,
também é uma férmula da logica proposicional.

Da definigao acima, sabemos que L é uma férmula da légica proposicional (regra
1 da definigao); igualmente sabemos que a letra proposicional p (que pode represen-
tar qualquer sentenca a qual possa se atribuir um valor verdade) também é uma uma
férmula da 16gica proposicional (regra 1 da definigao); segundo a regra 3, como L e
p sao férmulas da 1égica proposicional, entao sua conjungao, rodeada por parénteses
também é, ou seja, (L A p) é uma férmula da légica proposicional; segundo a regra
2, se tivermos uma formula da légica proposicional, entao sua negagao também é
uma férmula da légica proposicional, logo =(_L Ap) também é uma férmula da légica
proposicional.

Note que p A ¢ V =(—p < ¢) ndo é uma férmula da légica proposicional, visto
que nao pode ser construida a partir das regras dadas na definigao (Por que???).

Para facilitar a leitura, pode-se eliminar alguns parénteses introduzindo a nogao
de “prioridade” de operadores (mostrar a relagdo com a matematica e explicar como
aquela também ¢é uma defini¢ao arbitraria).

Usualmente, a prioridade dos operadores da logica proposicional é dada pela
seguinte tabela (dos menos prioritdrios para os mais prioritarios).
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Como os operadores A, V e < sdo associativos (dar a defini¢do) entdao também
pode-se eliminar os parénteses ao redor das féormulas. Assim p A ¢ A r também ¢é
considerada uma férmula bem formada da logica proposicional.

1.3 Arvores sintaticas

Explicar o que é o operador principal de uma férmula e como uma férmula pode ser
representada por uma arvore sintatica. Dar alguns exemplos.

1.4 Exercicio

Formalize os seguintes enunciados, usando a interpretacao para cada letra propo-
sicional indicada na tabela abaixo. Para cada férmula escrita, mostre a arvore
sintdtica que representa a férmula. Em cada nodo da arvore indique qual a regra
da definicao que foi usada para construir aquele nodo.

letra proposicional significado atribuido

p Paula vai a festa no sabado

s Quincas vai a festa no sabado
r Ricardo vai a festa no sabado
S Sara vai a festa no sabado

Paula nao vai a festa no sabado.

Paula vaia festa no sabado, mas Quincas nao vai.

Se Paula for a festa no sabado entao Quincas também ira.

Paula ira a festa no sabado se Quincas também for.

Paula ira a festa no sdbado somente se Quincas também for.

Paula ira a festa no sabado se e somente se Quincas também for.

Nem Paula nem Quincas irao a festa no sabado.

Paula e Quincas nao irao a festa no sabado.

Ou Paula vai a festa no sabado ou Quincas nao vai a festa no sabado.

Paula nao ird a festa no sabado se Quincas também for.

Ou Paula ird a festa no sabado ou entao Ricardo e Quincas irao a festa no sabado.
Se Paula for a festa no sabado, entao Ricardo e Quincas também irao.

Paula nao ird a festa no sabado, mas Ricardo e Quincas irao.

Se Ricardo nao for a festa no sabado entao, se Paula também nao for, Quincas ira.

Se sem Ricardo nem Quincas forem a festa no sabado, entao Paula ira.
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Ricardo ird somente se Paula e Quincas nao forem a festa no sabado.

Ricardo e Quincas vao, apesar de Paula e Sara nao irem a festa no sabado.

Se Ricardo ou Quincas forem a festa no sabado, entao Paula ird e Sara nao ira.
Ricardo e Quincas irao a festa no sabado se e somente se Paula for ou se Sara for.
Se Sara for a festa no sdbado entao Ricardo ou Paula irao e se Sara nao for a festa

no sabado entao Paula e Quincas irao.

1.5 Avaliagao

A logica cléssica é bivalorada, ou seja, toma valores de um dominio binario, cujos
elementos representam os valores verdade verdadeiro e falso. Seja entao o espaco
dos valores verdade o conjunto 7 = {v, £}, onde naturalmente v representa o valor
verdade verdadeiro e f representa o valor verdade falso.

Defini¢ao 1.2 (Avaliagao) Uma avaliagao booleana é um mapeamento v do con-
Junto de formulas proposicionais no conjunto de valores verdade T = {v,£} tal que:

. v(T)=v,v(l) =1,

v(=X)=-wv(X)e
v(XoY)=v(X)ov(Y).
onde o representa qualquer um dos conectivos N\, V, — ou <.

Exemplo 1.1 Suponha uma férmula contendo trés letras proposicionais, p, q e r,
onde v(p) = v, v(q) = £ e v(r) = f. A avaliacao da formula —(p A =q) — r é
realizada da seguinte forma (segundo a defini¢ao 1.2):

(=(p A =q)) — v(r)

(v(p A =q)) — v(r)

(v(p) A V(W)) v(r)
(v(p) A =v(q)) — v(r)
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2 Argumentos

premissas e conclusao;
(abaixo estd o simbolo [J mas devia ser os trés pontinhos que denotam conc-
lusao...)



Exemplo 2.1

e Se o aviao chegar atrasado e nao houver taxis no aeroporto, entao Joao chegara
atrasado para sua reuniao.

e Joao nao chegou atrasado a reuniao, mas seu aviao chegou atrasado.

e [ Portanto, havia taxis no aeroporto.
Formalizacao desse argumento:

(aN—t) —r
—rAa
LIt

Exemplo 2.2

e Se estiver chovendo e Maria nao tiver levado sua sombrinha ela ird se molhar.
e Maria nao se molhou, apesar de estar chovendo.

e [ Maria levou sua sombrinha com ela.
ormalizacao desse argumento:

(cAN=s) —m
—-mANc
Lls

Formas de argumento: argumentos aparentemente diferentes possuem exata-
mente a mesma estrutura. Nesse caso, como os dos argumentos possuem as mesmas
premissas e as mesmas conclusoes, um deles é valido se e somente se o outro for.
Sendo assim, a logica matemaética esta interessada mais nas formas de argumento e
na sua validade do que propriamente no signficado das proposicoes envolvidas.

Defini¢ao 2.1 (Conseqiiéncia légica) Diz-se que uma formula légica b é con-
seqiiéncia légica de um conjunto de férmulas logicas {¢1, P2, ..., dn} se e somente
se 1 € verdadeira sempre que todas as formulas ¢1,¢s, ..., ¢, forem verdadeiras.
Nesse caso, escreve-se que
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Definigao 2.2 (Argumento valido) Um argumento é dito vdlido sempre que sua
conclusao for consequéncia logica de suas premissas.

Verificacao de validade dos argumentos da logica proposicional: tabelas verdade.



Exemplo 2.3 Verificar se
(cAN=s) = m,~mAcls
é um argumento valido.

| (cA=s) = m —mAc]s
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Exemplo 2.4 Verificar se
aV (=b—c) | —a— (=bA—c)

é um argumento valido.

c| aV(=b—c) |-a— (=bA-c)
v (f - v) = f— (fAf)=
f (f—>f)—v f— (fAv) =
v (vov)=v|f—=(vAf)=v
f V\/ vof)=v|f—(vAV)=
3K

;

a
vV
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( )
VIE—-v)=v | v—o(fAf)=f
fvf—1f)=v |v-o(fAv)=
ftvVivov)=v|v—o(vAf) =t
fvivoof)=f |vo(vVAV)=vV
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ou seja, o argumento € invalido: nas linhas 5, 6 e 7 da tabela a premissa é verdadeira
mas a conclusao ¢é falsa.

Os contra-exemplos sao as atribuicoes que constam em cada uma dessas linhas:
Na linha 5 a atribuicao é a = f, b = v e ¢ = v. Para essa atribuicao, vé-se que a
avaliagao da premissa a V (—b — ¢), v(a V (mb — ¢)), sob essa atribui¢ao é

v(aV (=b—rc) = wv(a)Vu(-b— )
= v(a) Vu(=b— c))
= v(a) V (v(=b) — v(c))
= (a) (v (b) — v(c))
V(v —v)
= fv({f—v)
= f \/ v
= v
enquanto que a avaliacao da conclusao, sob essa mesma atribuicao é



v(—a — (=bA—=c)) =wv(—a) — v(=b A —e)

~w(a) — (v(=b) Av(=c))
= ~w(a) — (~u(b) A —v(c))
= —|f — (—\V /\ —|V)

=v— (fAf)
v —1

=1
Para as linhas 6 e 7 da tabela o procedimento é o mesmo, verificando-se que essas
trés atribuigoes sao contra-exemplos (tornam a premissa verdadeira e a conclusao
falsa).

2.1 Exercicio

Formalize os seguintes argumentos, usando a interpretagao para cada letra propo-
sicional conforme indicado na tabela abaixo. Para cada argumento formalizado,
verifique sua validade.

letra proposicional significado atribuido

¢ a conclusao desse argumento ¢ verdadeira.
as premissas deste argumento sao verdadeiras
este argumento é correto.

’

este argumento é valido.

< n o

1. Este argumento nao é incorreto. Portanto, esse argumento é correto.
2. Este argumento ¢é correto. Portanto, este argumento nao é incorreto.

3. Se este argumento for correto entao ele é valido. Como o argumento nao ¢é vélido,
conclui-se que nao € correto.

4. Se este arugmenot for correto, entao ele nao serd invalido. Ele é correto. Logo, ele
¢é valido.

5. Se este argumento for correto, entao ele nao sera invalido. Assim, se ele for invalido,
entao ele sera incorreto.

6. Este argumento é correto e vélido. Portanto ele é correto ou é invalido.

7. Este argumento nao é, simultaneamente, correto e invalido. Ele é correto,portanto
ele é valido.

8. Este argumento é correto se e somente se todas as suas premissas forem verdadeiras.
Mas nem todas as suas premissas sao verdadeiras. Logo, o argumento é incorreto.

9. Se a conclusao dessa argumento for falsa entao este argumento é incorreto. Sendo
assim, nao ¢ verdade que este argumento é correto e sua conlcusao ¢ falsa.

10. Se este argumento for incorreto e vélido entao nem todas as suas premissas sao
verdadeiras. Todas as premissas do argumento sao verdadeiras e o argumento é
valido. Logo, ele é correto.



11. Se este argumento for valido e todas as suas premissas forem verdaderias, entao ele
serd correto. Se ele for correto entao sua conlcusao sera verdadeira. Todas as suas
premissas sao verdadeiras. Portanto, se esse argumento for valido, sua conlcusao
sera verdadeira.

12. Ou este argumento é incorreto ou (se nao for o caso) ele é vélido e todas as suas
premissas sao verdadeiras. De onde se conlcui que ele é incorreto ou é valido.

13. Este argumento é correto se e somente se for valido e todas as suas premissas forem
verdadeiras. Dai, se ele for vélido, ele serd correto se todas as suas premissas forem
verdadeiras.

14. Este argumento sera incorreto somente se nem todas as suas premissas forem ver-
dadeiras ou se ele for invalido. Mas como ele é valido e todas as suas premissas sao
verdadeiras, ele é correto.



