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Prefacio

A matematica nao é uma ciéncia, propriamente, mas, sim, uma linguagem.
Seus objetos de estudo nao sao reais, concretos, palpaveis, mas sao abstratos,
padroes estabelecidos pela mente humana que permeiam todas as ciéncias.
Em certo sentido, portanto, a matematica pode ser vista como uma forma de
falar sobre esses objetos abstratos de maneira clara, para podermos entendée-
los, desenvolvé-los e utiliza-los melhor. As ciéncias que se baseiam em grande
parte na matematica sao chamadas de ciéncias exatas. Isso porque chegou-se
ao consenso de que quanto mais uma ciéncia nela for alicercada nela, menor
é o risco de apresentar conclusoes erradas. Tal prerrogativa impoe a essa
linguagem uma enorme responsabilidade: a de nao apresentar erros. Nao
pode admitir imprecisoes, falta de clareza ou ambiguidades. Por esse motivo,
filésofos e mateméaticos comecaram a perceber — especialmente no inicio do
século XX — que a linguagem que usamos no cotidiano nao era adequada
para tratar de matematica, e que era necessario formalizar a linguagem da
matematica de maneira rigorosa. Foi nesse contexto que surgiu a logica
matematica.

O objetivo deste livro é introduzir ao estudante de matematica — seja em
um curso de licenciatura ou em um curso de bacharelado — os fundamentos
da logica de primeira ordem, mostrando como essa pode ser utilizada para
formalizar a matemadtica, tornando mais precisas as defini¢coes, notagoes e
demonstracoes que nela aparecem.

Dentro dessa proposta, e procurando ser um texto autocontido — na ex-
pectativa de atender a um publico maior que o de estudantes de matematica
— foram incluidos capitulos sobre teoria dos conjuntos. Primeiro a teoria
ingénua dos conjuntos, sem formalizagao rigorosa (Capitulo 3), e mais tarde,
no Apéndice A, ja tendo sido desenvolvido todo o aparato légico, a teoria
axiomdtica dos conjuntos. Para convencer o leitor da suficiencia da logica
e da teoria dos conjuntos no processo de fundamentacao da matematica,
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foi necessario incluir, no Apéndice A, de forma resumida, a construcao dos
conjuntos numéricos.

Apenas introduzir as defini¢oes e resultados técnicos da logica, sem passar
por pelo menos uma breve discussao historica e filosofica sobre o proposito
desses conceitos, torna a aprendizagem insossa e sem sentido. Por isso temos
o Capitulo 1, com um pouco dessa discussao, que ja se iniciou no primeiro
paragrafo deste prefacio.

O Capitulo 2 apresenta a légica proposicional. Embora muito pouco do
que esta nesse capitulo é usado nos subsequentes, e de ser possivel falar
de logica de primeira ordem sem falar de légica proposicional, por motivos
didaticos mantivemos a tradicao de iniciar os estudos de légica com a propo-
sicional. Complementando esse assunto, acrescentamos o Apéndice B, sobre
algebras de Boole, como um tépico opcional que enriquece o conhecimento
sobre logica proposicional e logica, de forma geral.

O principal tema deste livro, a légica de primeira ordem, é apresentado
nos capitulos 4 a 6 em seus trés pilares em capitulos separados: a linguagem
(conjunto de simbolos e regras para compor esses simbolos), a semantica
(significado da linguagem) e axiomadtica (processo de derivar uma afirmacao
a partir de outras, isto é, provar teoremas).

Os principais teoremas metamatematicos — isto é, aqueles resultados que
dizem respeito a propria logica, apesar de também poderem ser provados
dentro da légica, como em uma regressao infinita (que serd melhor discutida
no Capitulo 1) — s@o enunciados e provados no Capitulo 7. A saber: teoremas
da correcao e completude, teorema da deducao, teorema da compacidade,
teorema de Loweinheim-Skolem e os teoremas de incompletude de Godel.

Nao ha pré-requisito formal para ler este livro, ja que todos os conceitos
usados sao definidos e explicados dentro do texto. Porém, é aconselhavel que
o leitor tenha alguma experiéncia em demonstragoes matematicas informais,
adquiridas em disciplinas como &lgebra, algebra linear e andlise real. Caso
contrario, devera estar preparado para a dificuldade crescente que esse livro
apresenta, especialmente a partir do Capitulo 5.
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Capitulo 1

Conceitos fundamentais da
l6gica

Neste capitulo apresentamos algumas discussoes filosoficas e referéncias historicas
sobre o surgimento e desenvolvimento da légica matematica, introduzindo al-
guns conceitos importantes que serao desenvolvidos no decorrer desta obra.
Tais discussoes pretendem motivar o leitor e prepara-lo para as defini¢oes
técnicas que se seguirao, de modo que essas se tornem mais intuitivas e cla-
ras.

Para quem deseja conhecer mais sobre a histéria da légica e dos fun-
damentos da matemaética indicamos [7], [14] e [30]. Uma visao lidica do
assunto encontra-se em [5], que escreve a histéria da 1égica em quadrinhos.
Nessas referéncias sao descritos os questionamentos de diversos matematicos
e filésofos que contribuiram com o surgimento e desenvolvimento da légica.

1.1 O que é logica?

A Enciclopédia Barsa ([6]) nos dé a seguinte definigdo de 1dgica: “Ciéncia
que estuda as leis do raciocinio e as condigoes de verdade em varios dominios
do conhecimento”.

Aristoteles, na Grécia Antiga, foi um dos pioneiros da chamada ldgica
formal , apresentando regras para que um raciocinio esteja encadeado corre-
tamente, chegando a conclusoes verdadeiras a partir de premissas verdadei-
ras.

No entanto, no século XIX, alguns matematicos e filésofos — dentre eles
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George Boole (1815-1864), Augustus De Morgan (1806-1871), Gottlob Frege
(1848-1925), Bertrand Russell (1872-1970) e Alfred North Whitehead (1861
1947) — comecaram a perceber que a légica formal era insuficiente para al-
cancar o rigor necessario no estudo da matematica, pois essa se apoiava na
linguagem natural — aquela que utilizamos no cotidiano, como a lingua por-
tuguesa —, que é bastante imprecisa e tornaria a légica vulneravel a erros de
deducgoes. Comecaram, entao, a criar a ldgica simbdlica, formada por uma
linguagem estrita e universal, constituida por simbolos especificos.

Entendemos por linguagem um conjunto de simbolos (geralmente visuais
ou sonoros) que, dependendo da maneira como sao dispostos em sequéncia,
apresentam significados distintos. Por exemplo, um idioma pode ser visto
como duas linguagens: uma em que os simbolos usados sao sons (a lingua-
gem falada) e outra em que os simbolos sao visuais (a linguagem escrita).
Foquemo-nos na lingua escrita. Temos nela um conjunto de simbolos (as le-
tras do alfabeto, os sinais de pontuagao, os acentos graficos, e até os espagos
usados para separar as palavras) e algumas regras para juntar esses simbolos
formando palavras, assim como algumas regras para juntar as palavras para
formar frases. Nem todo agrupamento de letras forma uma palavra exis-
tente, assim como nem todo agrupamento de palavras forma uma frase bem
estruturada.

Se alguém domina a lingua escrita de um determinado idioma, é capaz
de compreender quando um agrupamento de letras forma uma palavra, e
quando um agrupamento de palavras forma uma frase gramaticalmente cor-
reta. Mas isso nao sera suficiente para qualquer forma de comunicacao se nao
houver nessas frases outro fator essencial na liguagem: o significado. Quem
domina um idioma nao apenas reconhece as frases bem estruturadas, mas
sabe transpor esse conjunto de sinais ao mundo real (ou a um mundo ficticio,
como em um conto de fadas), concedendo as palavras uma interpretagao
nesse mundo, e permitindo que a linguagem seja utilizada para que cada um
possa transmitir a outros sua propria percep¢ao do universo.

Percebemos, entao, que toda linguagem é constituida de dois elementos.
A sintazxe consiste no conjunto de simbolos usados e nas regras de formacao
de palavras e frases a partir desses simbolos. A semantica de uma linguagem
é a forma como esses simbolos, palavras e frases adquirem um significado,
uma interpretagao em algum universo definido.

Estabelecer uma linguagem adequada e bem estruturada é fundamental
para resolvermos e entendermos problemas dos mais variados objetos de es-
tudo. O filésofo Wittgeinstein acreditava que diversos problemas da filosofia
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so existiam devido a falhas na linguagem utilizada, e que, portanto, eles
seriam resolvidos & medida que aperfeigodssemos a linguagem (vide [23]).
Foi partindo desse principio que Wittgeinstein ajudou a desenvolver a légica
matematica, como uma linguagem rigorosa e livre de ambiguidades.
Exemplos classicos de como uma linguagem imprecisa pode trazer pro-
blemas inerentes a ela sao os paradozos, que sao afirmagoes que apresentam,
em si, contradigoes aparentemente insoluveis. Vejamos, por exemplo, os pa-
radoxos de Zenao de Eléia (490-430a.c.), que afirmava nao haver movimento:

1. A flecha que voa nunca sai do lugar, pois, em cada instante de tempo
ocupa uma sO posicao no espago. Logo, ela estd imoével em todo o
tempo.

2. O corredor Aquiles nunca alcanca a tartaruga, quando postos a correr
simultaneamente, com a tartaruga a frente. Pois, cada vez que Aquiles
alcanca a posicao onde a tartaruga estava anteriormente, essa tltima,
por sua vez, ja avanga um pouco, de modo que nunca sera possivel
alcanga-la.

3. Entre dois pontos h4 infinitos pontos. Ninguém pode atravessar infini-
tos pontos. Logo, nao ha movimento.

Os argumentos de Zenao eram, na época, dificeis de serem rebatidos,
por mais absurda que fosse sua conclusao. Quando um argumento parece
correto, e sua conclusao é claramente falsa, mesmo partindo de premissas
corretas, temos um sofisma. E necessdrio rever nossa linguagem e processo
de argumentacao se quisermos eliminar esses erros de raciocinio. No caso dos
paradoxos de Zenao, o sofisma ¢é oriundo da dificuldade de conceituar a infi-
nitude. Sendo o infinito um dos primeiros conceitos matematicos totalmente
abstratos, nota-se a necessidade de uma linguagem aperfeicoada para tratar
esses conceitos de maneira precisa.

A légica surgiu basicamente com dois propésitos: o de formalizar as “leis
do pensamento” (essa expressao foi utilizada por outro pioneiro da légica:
George Boole), que utilizamos constantemente para argumentar e chegar
a conclusoes corretas a partir de premissas dadas, e o de estabelecer uma
linguagem mais apropriada para a matematica e a filosofia, para evitar as
armadilhas dos paradoxos e dos sofismas.

Para alcancar esse propdsito, a formacao de “palavras” e “frases” na
logica deve seguir regras objetivas, para que possamos limitar a linguagem e
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ter controle sobre ela. Isto é, para que possamos estudar propriedades gerais
sobre as sentencas légicas, o que é muito dificil de se conseguir na linguagem
natural. Dizemos, entao, que a légica possui uma sintaze controlada, livre
de contexto.

O significado de uma sentenca logica depende de uma interpretagao. No
caso da logica proposicional, essa interpretacao é dada pela valoracao, uma
fungao que atribui a cada sentenga o valor verdadeiro ou falso (veja Segao 2.2).
No caso da légica de primeira ordem, essa é dada por um modelo e uma
valoracao das varidaveis, como serd visto no Capitulo 5. A interpretacao da
linguagem é chamada de semantica.

1.2 A légica e a linguagem natural

Por que precisamos criar uma linguagem nova para formalizar a matematica
e outras formas de raciocinio? Ou, por outro lado, por que nao poderiamos
substituir a linguagem usada no dia-a-dia pela linguagem ldgica, se essa é
mais rigorosa?

Para responder a essas perguntas e entendermos melhor a diferenca entre
a linguagem logica e a linguagem natural, recorremos a um dos fundadores
da logica moderna. Gottlob Frege comparava a linguagem natural ao olho
humano e a logica ao microscépio, conforme a seguinte explanacao, extraida

de [22]:

“Creio que posso tornar mais clara a relagao entre minha con-
ceitografia e a linguagem comum comparando-a a que existe entre
o microscopio e o olho. Este, pela extensao de sua aplicabilidade,
pela agilidade com que é capaz de adaptar-se as diferentes cir-
cunstancias, leva grande vantagem sobre o microscopio. Consi-
derado como aparelho ético, o olho exibe decerto muitas imper-
feicoes que habitualmente permanecem despercebidas, em virtude
da ligagao intima que tem com a vida mental. No entanto, tao
logo os fins cientificos imponham exigéncias rigorosas quanto a
exatidao das discriminacoes, o olho revelar-se-a insuficiente. O
microscopio, pelo contrario, conforma-se a esses fins de maneira
mais perfeita, mas, precisamente por isso, ¢ inutilizavel para to-
dos os demais.”
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A extensao de visao do olho humano é bem maior que a do microscépio,
mas esse enxerga pequenos detalhes nao visiveis aos olhos humanos. A visao
do microscépio é mais detalhada, porém mais limitada.

A légica — justamente por possuir uma sintaxe controlada e livre de con-
texto — tem um poder expressivo muito inferior a linguagem natural. Ela é
insuficiente para descrevermos sentimentos e outros pensamentos mais com-
plexos, e por esse motivo nao pode substituir a linguagem cotidiana.

Por outro lado, quando estudamos assuntos mais restritos, com menos
complexidade, porém com maior exigéncia de rigor — como é o caso da ma-
tematica — a logica faz-se necessaria.

A linguagem natural ganha em expressividade, e a 16gica ganha em rigor.
A linguagem natural é 1til para a visdo panoramica, e a logica é 1til para a
visao detalhada.

A medida que queremos aproximar a logica da linguagem natural, ga-
nhando um pouco da expressividade dela sem perder o rigor daquela, paga-
mos o preco da complicacao. Da mesma forma como uma imagem digitali-
zada no computador tenta aproximar uma cena real através de pequenissimos
quadradinhos coloridos, e fica tao mais dispendiosa para a memoria do com-
putador quanto exigimos maior resolucao, também a légica torna-se substan-
cialmente mais complicada a medida que tentamos aproxima-la da linguagem
natural, mantendo o rigor de uma linguagem logica. E o caso das logicas
nao-classicas, descritas na Secao 1.6. Especialmente a légica intuicionista e
a légica fuzzy foram elaboradas para se aproximarem da linguagem natural,
e por isso mesmo sao mais complexas que a logica de primeira ordem.

Mesmo nao sendo possivel, na comunicacao cotidiana, substituir a lin-
guagem natural pela linguagem logica, a compreensao da tultima fortalecerd
o dominio da primeira. Quem estudou logica sera capaz de perceber alguns
padroes onde é possivel aplicar o rigor matematico, em fragmentos da lin-
guagem. Nao serd frequente aplicarmos a légica na linguagem natural para
a tirarmos conclusoes logicamente corretas, de carater incontestavel, como,
na concepcao aristotélica da légica formal. mas poderd nos prevenir de ti-
rar conclusoes erradas, conforme disse Bertrand Russel, no seguinte texto
extraido de [20], pagina 93:

A logica era, antigamente, a arte de tirar conclusoes; agora,
tornou-se a arte de abster-se de dedugoes, pois parece que as con-
clusoes a que somos inclinados a chegar com naturalidade quase
nunca sao validas. Concluo, portanto, que a légica dever ser mi-
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nistrada nas escolas com o propésito de ensinarem as pessoas a
nao raciocinar. Porque, se raciocinarem, certamente o farao de
forma equivocada.

1.3 Linguagem e metalinguagem

No inicio de Uma breve histdria do tempo ([10]), o fisico inglés Stephen Haw-
king nos conta a seguinte histoéria:

Um famoso cientista — alguns dizem que foi Bertrand Russell
—, fazendo uma conferéncia sobre astronomia, descreveu como a
Terra gira em torno do Sol e como o Sol, por sua vez, gira em torno
do centro de uma vasta colecao de estrelas chamada galdxia. No
final da conferéncia, uma senhora baixinha e idosa levantou-se ao
fundo da sala e falou: “O que o senhor acaba de nos dizer ¢ tolice.
O mundo, na verdade, é um objeto achatado, apoiado nas costas
de uma tartaruga gigante.” O cientista sorriu com superioridade
antes de replicar: “E sobre o que se apdia a tartaruga?’. “Voce
é muito esperto, rapaz, muito esperto“ — disse a velhinha —, “mas
existem tartarugas marinhas por toda a extensao embaixo dela.”

A concepcao nom-sense de uma “torre infinita de tartarugas” para apoiar
a Terra ilustra bem o problema da regressao infinita, na formalizacao da
légica, conforme descreveremos a seguir.

A légica é uma linguagem utilizada para descrever e demonstrar com rigor
os fatos matematicos. Ora, mas a légica é, em si, parte da matemdtica . E
como qualquer outra parte da matematica, ha resultados e teoremas sobre
ela. Mas se a linguagem da matematica é a propria légica, qual linguagem
utilizaremos quando construimos a légica?

A principio, utilizamos a linguagem natural, mas de forma controlada,
para que, apos definida a linguagem légica, possamos transferir o que foi
feito para a linguagem légica. Assim, trabalhamos com a logica em dois

10O 16gico e matemdtico Charles Dogdson, conhecido pelo pseudénimo Lewis Carrol,
criou uma situacao em seu livro Alice no pais dos espelhos bem similar a essa. Alice viu o
rei vermelho dormindo, e foi alertada a nao acorda-lo, pois ele estaria sonhando com ela.
Portanto, se ela o acordasse, Alice deixaria de existir. Mas sabemos que a histéria toda
narrava um sonho de Alice. Ou seja, Alice sonhava com o rei, que sonhava com Alice, que
sonhava com o rei. . . Nessa situagao hipotética, se um acordasse ambos desapareceriam.
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niveis: aquela sobre a qual estamos provando teoremas e fazendo definigoes,
e aquela que utilizamos para escreve-los. A essa linguagem que usamos para
escrever sobre a linguagem chamamos de metalinguagem.

Por exemplo, um teorema sobre niimeros naturais, escrito na linguagem
da logica, ¢ um teorema matematico. O teorema de Godel, que diz que em
certos tipos de sistemas 16gicos sempre existe uma sentenca que nao pode ser
provada nem verdadeira nem falsa, é um resultado que fala diretamente da
logica, e por isso é um teorema metamatemdtico.

1.4 Demonstracao matematica

Uma demonstracao matematica se assemelha a uma argumentacao na lin-
guagem natural. Quando queremos convencer alguém de alguma opiniao,
comecamos procurando afirmagoes com as quais nosso interlocutor ja previa-
mente concorda, ou por serem consideradas 6bvias, ou porque conhecemos al-
guns pontos de vista do interlocutor. Em seguida, propomos outra afirmacao
e mostramos que essa é consequéncia daquelas. Portanto, se alguém acredita
naquelas afirmacoes deve, também, aceitar a ultima. A partir desse ponto po-
demos incluir essa nova afirmacao entre aquelas que sao aceitas como verda-
deira pelo nosso interlocutor. Continuamos, dessa forma, encadeando frases
até chegarmos a afirmacao que defendemos.

Na pratica, no entanto, uma argumentacao nao é tao simples assim. Nao
é possivel determinar com precisao se uma frase é consequéncia de outras ou
nao. Nem mesmo é possivel estabelecer o que é 6bvio ou senso comum, e o
que nao é.

Na matemadtica, por justamente servir de base para as chamadas ciéncias
exatas, esperamos uma certeza nos resultados que a linguagem natural nao é
capaz de proporcionar. Ha e sempre havera problemas em aberto, mas uma
vez provado um teorema matematico, em que cada passo da demonstragao
foi cuidadosamente verificado, nao devera haver duvidas sobre sua validade.

O conceito de demonstragao matematica evoluiu muito ao longo do tempo.
Houve época em que a matematica era retorica e nao possuia uma simbolo-
gia prépria. Euclides, quando escreveu os Elementos (veja [11]), estabeleceu
um novo padrao de demonstragoes matematicas, introduzindo os conceitos
de axiomas e postulados. Uma axioma era, na definicao daquela época, uma
verdade evidente em si mesma. Ou seja, corresponde ao dbvio na argu-
mentacao. Os postulados também tinham um significado semelhante, mas
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eram especificos para a geometria — enquanto os axiomas dissertavam sobre
grandezas matematicas, em geral — e “menos 6bvios”. Correspondem ao que
chamamos, na argumentacao, de senso comum.

Escrito aproximadamente no ano 300 a.c., os Flementos se tornaram a
grande referéncia do rigor matemaético até meados do século XIX, quando
veio o desenvolvimento da légica moderna e, com ela, alguns conceitos fo-
ram revistos. David Hilbert reformulou os axiomas e postulados de Euclides,
introduzindo a ideia de conceitos primitivos. Enquanto Euclides tentou de-
finir conceitos como ponto, curva e reta, Hilbert considerou esses e outros
como conceitos primitivos, que dispensam definicao. Os axiomas e postula-
dos deixaram de ser considerados “evidentes em si mesmos”, e passaram a
ser apenas afirmagoes que assumimos como verdadeiras.

A grande inovacao que Hilbert fez sobre as demonstragoes matematicas
foi torna-las independentes de qualquer interpretacao intuitiva do significado
das expressoes matematicas. Sobre os conceitos primitivos, como ponto, reta
e plano, Hilbert dizia que esses poderiam significar qualquer coisa, como
mesas, cadeiras e canecas de cerveja. Seja qual for o significado que voceé
atribuir a esses conceitos, esse nao interfere na andlise da validade de uma
demonstracao. E claro que a intuicao é essencial para o processo de desen-
volvimento da matematica, mas verificar se uma demonstragao esta correta
nao pode depender dela. Ou seja, € possivel provar um teorema conhecendo
apenas a sintaxe da logica, e ndo a semantica. Sem a semantica, um teorema
nao tem valor algum. Mas verificar a prova de um teorema sem depender da
semantica contribuiu com a credibilidade do resultado.

O uso da légica simbdlica foi outro passo importante na evolugao do
conceito moderno de demonstracdo matematica. A sintaxe controlada da
l6gica permite definirmos precisamente quando uma afirmagao é consequéncia
de outras, através de regras que possam ser verificadas computacionalmente.
Essas sao as chamadas regras de inferéncia.

Portanto, na matematica moderna, uma demonstracao é uma sequéncia
de férmulas matematicas, em uma linguagem légica apropriada, em que cada
formula ou é um axioma ou é obtida a partir de férmulas anteriores através
de uma regra de inferéncia. Um teorema é qualquer uma dessas formulas que
ocorrem em uma demonstracao.

Com excegao do Principia Mathematica, de Russell e Whitehead ([21]),
nenhum matematico escreve demonstracoes completas, no sentido do paragrafo
anterior, usando estritamente a linguagem simbodlica. Porém, é importante
ter alguma nocao de que os argumentos apresentados podem ser formalizados
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na linguagem logica, se tivermos tempo e paciéncia suficientes.

Um teorema matematico depende, dessa forma, dos axiomas e regras
de inferéncia estabelecidos, bem como da propria linguagem légica. Nisso
ainda ha grandes discussoes filoséficas sobre quais axiomas devemos assumir
e qual légica utilizamos. Por isso nao podemos considerar axiomas como
verdades absolutas, mas apenas como hipoteses que assumimos verdadeiras.
Uma demonstracao bem feita nao gera contestagoes sobre sua validade, mas
podera haver contestagoes filoséficas sobre o sistema de axiomas adotado.

Vamos comparar a explicacao acima com o que acontece na linguagem
natural. Um debate racional deve deixar claro quais sao os pressupostos assu-
midos pelos debatedores. Vocé pode assumir como “axioma’, em uma argu-
mentacao, tudo que voce sabe que faz parte dos principios morais ou politicos
de seu interlocutor, mas nao pode assumir como axioma seus proprios principios,
se sabe que o seu interlocutor nao as tem. O conjunto de principios e a ide-
ologia de cada um correspondem ao sistema de axiomas. Provar teoremas a
partir de um sistema de axiomas faz parte da matematica, discutir o sistema
de axiomas faz parte da filosofia.

Concluimos a descrigao das trés componentes de uma légica: a linguagem,
a semantica e o sistema de axiomas. A linguagem é o conjunto de simbolos
utilizados e as regras que determinam quando agrupamentos desses simbolos
sao férmulas bem formadas. A semantica é a interpretagao que fazemos
desses simbolos, e o sistema de axiomas é o conjunto de axiomas e regras de
inferéncia que definem as demonstracoes nessa légica.

Nos Capitulos 4, 5 e 6 mostramos essas trés componentes no caso da
légica de primeira ordem.

Conforme vimos, pela explicagao de Hilbert sobre conceitos primitivos,
o sistema de axiomas, assim como a linguagem, esta associada a sintaxe
da linguagem. Porém, o sistema de axiomas deve ser elaborado de modo a
manter coeréncia com a semantica. As propriedades de correcdo e completude
de um sistema de axiomas — que serao mostradas no Capitulo 7, para o caso
da logica de primeira ordem — asseguram que o sistema prova exatamente
as férmulas que sao verdadeiras de acordo com a semantica, e sao requisitos
fundamentais para uma boa axiomatizacao.

No Apéndice A mostramos a forca expressiva da logica de primeira or-
dem, que, através da teoria dos conjuntos, é capaz de formalizar toda a
matematica, reduzindo seus teoremas a teoremas 16gicos.
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1.5 O paradoxo do mentiroso

A logica formal aristotélica estabelecia dois principios fundamentais para a
andlise da veracidade de uma sentenca. O principio do terceiro excluido
assegura que uma sentenca deve ser verdadeira ou falsa. Em outras palavras,
ou ela propria é verdadeira ou sua negacao. O principio da nao-contradi¢ao
atesta que uma sentencga nao pode ser simultaneamente verdadeira e falsa. Ou
seja, uma sentenca e sua negacao nao podem ser ambas verdadeiras. Esses
principios sao validos em todas as chamadas [dgicas cldssicas, incluindo a
légica proposicional e a légica de primeira ordem, que sao temas deste livro
e sao utilizadas pela maioria dos matematicos para formalizar a matemaética.

A luz desses principios, imagine que queiramos analisar se a frase seguinte,
escrita na linguagem natural, é verdadeira ou falsa.

Eu estou mentindo.

Ora, se a frase é verdadeira, entao ¢é falsa, pois ela prépria atesta isso.
Por outro lado, se dissermos que a frase é falsa, o que isso significa? Que nao
é verdade o que a frase diz, ou seja, significa que nao é uma mentira. Entao
a frase é verdadeira.

Portanto vimos que, se a frase for verdadeira, ela sera falsa, e, se for falsa,
sera verdadeira. Entao ou sera simultaneamente verdadeira e falsa, ou nao
serd nem verdadeira nem falsa, entrando em conflito ou com o principio da
nao-contradicao ou com o principio do terceiro excluido. Esse é o paradoxo
do mentiroso . Pior do que uma mera contradicao, em que simplesmente
descobrimos que uma sentenca é falsa, nesse tipo de paradoxo nao é possivel
sequer determinar se ela é verdadeira ou falsa.

Ha muitas variacoes do paradoxo do mentiroso. Uma semelhante ao que
enunciamos:

Esta afirmacdo € falsa.

Em todos os paradoxos desta categoria, ocorre a situacao de auto-referéncia,
em que uma frase nega a si prépria. Algumas situacoes ligeiramente diferen-
tes também costumam ser chamadas de paradoxais, e estao associadas a
auto-referéncia, mas nao sao auténticos paradoxos. Como a seguinte frase:

Tudo que eu digo é mentira.
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Nesta frase, apesar da clara auto-referéncia que caracteriza o paradoxo
do mentiroso, ainda pode ser que consigamos decidir se ela é verdadeira ou
falsa. Claro que, se ela for verdadeira, entao ela sera falsa, pois esta inclusa
nas “coisas que eu digo”. Porém, se for falsa, ao contrario do que ocorre com
os exemplos anteriores, nao podemos concluir que ela seja verdadeira. Se eu
ja disse antes alguma verdade, entao a frase acima é simplesmente falsa.

Outro paradoxo clédssico é o paradozro do barbeiro de Servilha.

Havia em Servilha um barbeiro que so cortava o cabelo de todas
as pessoas que nao cortavam o proprio cabelo.

Pergunta: o barbeiro de Servilha cortava o proprio cabelo? Se sim, entao
ele nao podia cortar, pois ele so cortava o cabelo de quem nao cortava o
proprio cabelo. Se nao cortava, ele deveria, pois cortava o cabelo de todas as
pessoas que nao cortavam o proprio cabelo.

Diferente dos outros casos, nao mostramos que a frase ¢ tanto verdadeira
quanto falsa, ou nem verdadeira nem falsa. De fato, mostramos que a frase
é falsa, e que um barbeiro assim, na verdade, ndo existe.

No dia-a-dia nos deparamos frequentemente com frases auto-contraditérias
que lembram o paradoxo do mentiroso. Eis alguns exemplos cléssicos:

Nunca diga nunca.
Toda regra tem excegao.
Nao se deixze influenciar pela opiniao de outros.

Mas chegou um momento em que, mais que um trocadilho na linguagem
natural, o paradoxo do mentiroso comegou a se tornar uma ameaca real para
o pensamento matemdatico. Digamos que alguém queira definir um nimero
da seguinte maneira:

O menor numero natural que ndao pode ser definido com menos
de vinte palavras.

Nao hé duvida quanto a boa definicao do nimero acima. Como temos
uma quantidade finita de palavras, com menos de vinte delas s6 conseguimos
descrever uma quantidade limitada de ntimeros naturais. Entao é possivel
escolhermos o menor dos niimeros que nao podem ser descritos dessa maneira.
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Chamemo-lo de n. A definicao de n usa apenas catorze palavras, mas isso é
um absurdo, pois n nao pode ser definido com menos de vinte palavras.

Esse paradoxo — conhecido como Paradoxo de Richard — expoe o perigo de
usar a linguagem natural para formalizar a matematica. Por isso precisamos
de uma linguagem de sintaxe controlada: para evitar situacoes como a auto-
referéncia, que podem levar a matematica a uma contradicao.

Mas nem a linguagem rigida da légica tem protegido a matematica do pe-
rigo da auto-referéncia. Usando um paradoxo semelhante ao do barbeiro de
Servilha, Russell derrubou a tentativa de Frege de formalizar a matematica
através da logica e teoria dos conjuntos. Na teoria de Frege, um conjunto seria
definido por uma sentenca logica que descreve as propriedades que caracte-
rizam seus elementos. Por exemplo, o conjunto dos nimeros primos seria
definido como “o conjunto dos nimeros naturais que possuem exatamente
dois divisores inteiros positivos”. Essa frase pode ser escrita na linguagem
légica e define, portanto, um conjunto matematico. Mas Russell observou
que, seguindo essa teoria, podemos definir o seguinte conjunto:

O conjunto de todos os conjuntos que nao pertencem a si
mesmos.

Se X é esse conjunto, podemos levantar a seguinte questao: X pertence a
si mesmo? Se sim, entao, pela definicao, X nao pertence a si mesmo. Se nao
pertence a si mesmo, a definicio de X garante que ele pertence a X. Assim
como acontece com o barbeiro de Servilha, a existéncia de tal conjunto leva
a uma contradigao.

Para sanar esse problema, Russell criou a teoria dos tipos, na qual os
objetos matematicos sao classificados por uma hierarquia infinita. Os objetos
de tipo 0 sao os individuos — como os niimeros naturais — que nao possuem,
eles proprios, elementos. Os objetos de tipo 1 sao conjuntos de objetos do
tipo 0. Os de tipo 2 possuem como elementos apenas os objetos de tipo 1,
e assim por diante. Seguinte essa linha, Russell e Whitehead formalizaram
toda a matemética bésica ao escreverem o Principia Mathematica ([21]), uma
obra de mais de 2000 paginas onde mais de 300 sao utilizadas apenas para
provar que 1+ 1 = 2.

No entanto, o problema da auto-referéncia também afeta a axiomatizagao
de Russell e Whitehead. O jovem austriaco Kurt Godel, aos 24 anos, em sua
tese de doutorado (veja [8]), mostrou que se o sistema de Russell se for
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consistente, ele é incompleto, ou seja, algumas proposicoes nao podem ser
provadas nem refutadas pelo sistema 2.

O argumento usado por Godel foi mais uma variagao do paradoxo do men-
tiroso. Usando a técnica da aritmetizacao da linguagem, Godel mostrou que
mesmo na linguagem simbélica controlada do Principia é possivel escrever
uma férmula que equivale ao seguinte:

Eu nao posso ser provada.

Chamemos tal formula de A. Suponha que o sistema prove que A é ver-
dadeira. Ora, entao haveria uma demonstragao para A. Logo, provamos que
“A férmula A pode ser provada”. Mas essa é justamente a negacao de A. Por
outro lado, se provarmos a negacao de A, isso significa que de fato A pode
ser provada, entao existe uma demonstracao para A. Ou seja, se provarmos
A, provamos a negacao de A, e se provarmos a negacao de A, provamos A.
Portanto, ou provamos tanto A quanto sua negacao — tornando o sistema in-
consistente — ou nao provamos nem A nem sua negacao — tornando o sistema
incompleto.

O segundo teorema de Godel tem consequéncias ainda piores para as
tentativas de Russell e Hilbert de formalizar a matemética de modo completo
e livre de contradigoes. Godel mostra que, se o sistema for consistente, ele nao
podera provar a propria consisténcia. De fato, pelo comentario do paragrafo
anterior, vemos que, se o sistema for consistente, nao podera provar A, pois,
neste caso, provaria também sua negacao. Logo, se provarmos a consisténcia
do sistema, em particular provamos que A nao pode ser provada. Mas isso
é justamente o que diz a formula A, que, portanto, acaba de ser provada,
levando o sistema a uma inconsisténcia.

Godel mostrou que a falha no sistema do Principia nao era exatamente
um erro desse, mas um fato inevitavel, que ocorre em qualquer tentativa de
sistematizar a matematica, satisfazendo algumas condi¢oes minimas que os
l6gicos buscavam.

Apesar de parecer uma ingénua “brincadeira” com palavras, nao é exa-
gero dizer que o paradoxo do mentiroso causou um significativo alvorogco na
matematica. H& muita literatura de divulgacao cientifica sobre o assunto.
Raymond Smullyam, em seus livros ([25], [26] e [27]), cria varios passatem-
pos e enigmas matematicos baseados nesse tipo de paradoxo, que ele chama

2Nio confundir o conceito de incompletude dos teoremas de Godel com a completude
a qual nos referimos agora ha pouco, sobre a compatibilidade da sintaxe e da semantica.
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de “enigmas godelianos”. Outro livro, que é um grande classico sobre o
assunto, é o de Hofstadter ([12]), que traca um paralelo entre as obras do
l6gico-mateméatico Godel, do artista plastico Escher e do compositor Bach —
todas caracterizadas por frequentes auto-referéncias.

Os teoremas de Godel serao temas da Secao 7.5.

1.6 Um passeio pelas diferentes légicas

Existem muitos tipos de légica, cada uma delas apresentando suas aplicacoes
tedricas e praticas. Listaremos, a seguir, as principais logicas existentes, com
uma breve descricao do que elas significam e para que sao usadas.

e Loégica proposicional (ou célculo proposicional): A légica propo-
sicional é o mais elementar exemplo de l6égica simbdlica. Sua semantica
tem como base os principios do terceiro excluido da nao-contradicao,
sendo, assim, a primeira referéncia de ldgica cldssica.

A linguagem da logica proposicional é formada pelas férmulas atomicas
(representadas geralmente por letras minisculas), parénteses e conecti-
vos (“e”, “ou”, “nao”, “se...entdo” etc.), e ndo possui quantificadores
(“para todo” e “existe”). Mas essa simplicidade faz com que ela nao

tenha forca expressiva para formalizar a matematica.

e Légica de primeira ordem (ou calculo dos predicados): E a
légica usada para formalizar a matematica e, por esse, motivo, o tema
principal deste livro. Sua sintaxe também apresenta os conectivos da
légica proposicional, mas acrescenta os quantificadores (“para todo” e
“existe”) e as varidveis, além de outros simbolos especificos, que de-
pendem do assunto que a linguagem aborda (por exemplo, + e - na
linguagem da aritmética e € na linguagem da teoria dos conjuntos).

A presenca dos quantificadores torna substancialmente mais dificil a
construcao da sintaxe e da semantica, em relagao a logica proposicional,
mas ganha muito em expressividade.

e Logica de segunda ordem: Assemelha-se a logica de primeira ordem,
mas possui quantificadores sobre classes de individuos, e nao apenas
sobre individuos. Por exemplo, um sistema de logica de primeira ordem
sobre aritmética dos niimeros naturais permite construirmos sentencas
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do tipo “Para todo ntimero natural temos...” ou “Existe um niimero
natural tal que...”, mas nao permite sentencas do tipo “Para todo
conjunto de ntimeros naturais temos...” ou “Existe um conjunto de
nimeros naturais tal que...”. Esse tipo de sentenca existe na légica
de segunda ordem.

Porém, alguns teoremas importantes que valem na logica de primeira
ordem nao valem na logica de segunda ordem, o que apresenta uma
grande desvantagem para a ultima. Além disso, a teoria dos conjun-
tos consegue “driblar” essa limitacao da logica de primeira ordem na
formalizacao da matematica.

e Teoria dos tipos: Criada por Bertrand Russell, em seu Principia
Mathematica, é uma extrapolacao da ideia da légica de segunda or-
dem. Na teoria dos tipos, quantificamos os individuos, as classes de
individuos, as classes de classes de individuos, e assim por diante, como
se fosse uma ldgica de ordem infinita 3. Para fazer isso, o processo nao
¢ muito diferente da logica de primeira ordem: apenas classificamos
as variaveis por tipos (variaveis de primeiro tipo, varidveis de segundo
tipo, e assim por diante). Além do trabalho original de Russell e Whi-
tehead ([21]), o leitor poderd conferir a formalizagao da teoria dos tipos
na tese de Godel ([8]).

e Loégica modal: A l6gica modal usa a semantica dos mundos possiveis.
E uma extensdo da l6gica proposicional, acrescendo-lhe dois operado-
res: “necessariamente” e “possivelmente”. O valor logico — verdadeiro
ou falso — de uma sentenca depende de qual dos “mundos possiveis” ela
estda sendo analisada. Dizemos que uma sentenga ¢ “necessariamente
verdadeira” em um mundo se ela é verdadeira em todos os mundos
acessiveis aquele. Dizemos que uma sentenca é “possivelmente ver-
dadeira” em um mundo se é verdadeira em pelo menos um mundo
acessivel a esse

Os operadores modais sao semelhantes aos quantificadores, mas a semantica
de Kripke (dos mundos possiveis) oferece uma interpretagao diferente

da dos quantificadores, pois se baseia em uma relagao de acessibilidade
entre os mundos.

3Seguindo esse pensamento, podemos dizer que a légica proposicional é uma ldgica de
ordem zero.
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e Logica descritiva: A logica descritiva pode ser considerada como um
fragmento da légica de primeira ordem, uma vez que toda sentenca
escrita na linguagem da logica descritiva pode ser traduzida, de uma
maneira relativamente simples, para uma sentenca de mesmo signifi-
cado na légica de primeira ordem. Por outro lado, com uma sintaxe
mais simples e sem uso de variaveis, tornou-se uma ferramenta 1til em
ciéncias da computacao.

e Logica paraconsistente: As logicas cldssicas — aquelas que atendem
aos principios do terceiro excluido e da nao-contradicao — sao bastante
intolerantes em relacao as contradigoes. Se uma teoria incluir premis-
sas contraditdrias, isto é, deduzir uma sentenca e sua negagao a partir
dos axiomas, dela poderd se deduzir qualquer sentenca, através dos
principios da logica classica, tornando-o inttil. Por isso existe a preo-
cupagao — como veremos no Capitulo 7 — em provarmos a consisténcia
(nao-contradi¢do) de um sistema légico.

Por outro lado, a légica paraconsistente — criada pelo filésofo e ma-
tematico brasileiro Newton da Costa — permite contradicoes, tornando
possivel que uma sentenca e sua negacao sejam simultaneamente aceitas
como verdadeiras.

Dentre as diversas aplicacoes mencionadas pelo professor Newton res-
saltamos a robdtica: um programa de inteligéncia artificial deve saber
como agir em caso de receber informagoes contraditorias, sem entrar
em colapso e sem descartar totalmente as contradicoes.

e Logica intuicionista: A implicagao da logica classica é contra-intuitiva,
pois nao traduz a relacao de causa-efeito que aparece na linguagem
natural. Na légica intuicionista a definicao da implicacao é um dos
principais pontos que a diferencia da logica proposicional, mas héa ou-
tras diferencas, como dupla negacao nao se anular e nao haver provas
por absurdo. Parte dos matematicos — os construcionistas — adota essa
logica para formalizar a matematica, entendendo que o modo moderno
predominante de sistematizar a matematica a afastou da realidade e
das aplicacoes praticas.

Enquanto a logica paraconsistente permite considerar que tanto uma
formula quanto sua negacao como verdadeiras, a légica intuicionista é
paracompleta, pois ela nega o principio do terceiro excluido, permitindo
que uma férmula e sua negacao sejam ambas falsas.
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e Loégica fuzzy (ou légica difusa): Enquanto na logica classica cada
afirmagao recebe apenas o valor de verdadeiro ou falso, a logica fuzzy
permite valorar uma férmula com qualquer valor real no intervalo [0, 1].
Permitindo “verdades parciais”, se aproxima de alguns problemas reais,
que necessitam lidar com incertezas. Pode ser interpretada do ponto
de vista estatistico, onde a valoracao das férmulas representam a pro-
babilidade de um evento ocorrer.
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Légica Matematica



Capitulo 2
Loégica proposicional

A logica proposicional estende a logica formal aristotélica, acrescentando-lhe
uma linguagem simbodlica que proporciona maior precisao e expressividade.
Assim como a légica formal, a proposicional relaciona os juizos de verdadeiro
ou falso entre varias proposicoes, independente do significado de cada uma
delas. E a l6gica mais conhecida entre nao-matematicos, servindo frequente-
mente de temas para concursos publicos e sendo, ocasionalmente, ensinada
no ensino médio.

Este capitulo requer pouco conhecimento prévio de matematica. Ape-
nas nocoes intuitivas e superficiais de conjuntos, fungoes e sequéncias sao
requeridas.

A ideia de “conjuntos de simbolos”, recorrente neste capitulo, serd tra-
tada de maneira informal. Se alguém quiser formalizar a légica proposicional
dentro da teoria axiomatica dos conjuntos deve fazer algo semelhante a ari-
timetizacao da linguagem, como na Secao 7.5, usando os axiomas de ZFC
(vide Apéndice A).

Este livro nao tratara da abordagem axiomatica da légica proposicional,
pois a tabela-verdade oferece um método mais simples e eficaz para verificar
se uma férmula da 16gica proposicional é verdadeira ou nao. Indicamos [29]
para esse assunto.

Sugerimos [24] como uma leitura complementar sobre a légica proposici-
onal, com destaque ao método do tableauxr para verificacao de tautologias.

19
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2.1 A linguagem da légica proposicional

Chamamos de alfabeto de uma linguagem o conjunto dos simbolos que a
compoem. O alfabeto da légica proposicional é constituida pelos seguintes
simbolos:

Formulas atomicas: sao os elementos “indivisiveis” da légica, e as repre-
sentamos pelas letras mintsculas, geralmente a partir da letra p:

p’q’/,"’S?".

Quando precisamos usar muitas formulas atomicas, e as letras tornam-se
insuficientes, costumamos usar a letra p indexada por um nimero natural:

bo, P1,D2, - - -

Conectivos logicos: Sao os simbolos que nos permitem construir novas
formulas a partir de outras.

negacao (nao)

conjungao (e)

disjuncao (ou)

implicagao (se ...entao)
equivaléncia (se, e somente se)

T 1 <> 4

Delimitadores: Sao os parénteses, que servem para evitar ambiguidades
na linguagem:

( paréntese esquerdo

) paréntese direito

Agora que conhecemos o alfabeto da linguagem da légica proposicional,
precisamos conhecer sua gramdatica, isto é, as regras que determinam quando
uma sequéncia de simbolos do alfabeto formam expressoes com significados.
As sequéncias que sao formadas de acordo com essas regras sao chamadas
de férmulas'. Costumamos representar as férmulas por letras maitsculas,
eventualmente indexadas com numeros naturais.

No inglés, costuma-se usar a expressao well-formed formula (férmula bem formada).
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Regras de formagao das férmulas:
1. Férmulas atomicas sao férmulas;
2. Se A é uma férmula, (—A) é uma férmula;

3. Se A e B sao férmulas, (AAB), (AV B), (A — B) e (A <» B) também

sao féormulas;
4. Nao ha outras férmulas além das obtidas pelo uso das regras 1 a 3.

Vejamos um exemplo de como funcionam essas regras. Pela regra niimero
1, p é uma férmula. Pela regra nimero 2, (—p) é uma férmula. Mas,
novamente pela regra nimero 1, sabemos que ¢ é uma férmula. Logo, a
regra numero 3 garante que (¢ A (—p)) também ¢é uma férmula. E entdo
(p = (g A (—p))) é uma férmula, que pode ser lida como: “se p é verdadeiro,
entao ¢ e nao p sao verdadeiro”, ou “se p é verdadeiro, entao ¢ é verdadeiro
e p é falso”.

Usando as regras 1 a 3 sucessivamente, podemos continuar com o pro-
cedimento do exemplo anterior, criando férmulas tao complexas quanto pre-
cisarmos. A regra numero 4 nos assegura que todas as férmulas podem ser
construidas passo-a-passo pelas regras anteriores. Formalizando essa ideia,
enunciamos o principio da inducdo na complexidade de formulas.

Teorema 2.1 (Inducdo na complexidade da férmula). Suponha que uma
propriedade vale para toda formula atomica e que, se vale para as formulas
A e B, também vale para (-A), (ANB), (AVB), (A = B) e (A <
B). Entdo essa propriedade vale para todas formulas da linguagem da ldgica
proposicional.

Utilizando esse resultado, podemos provar o seguinte teorema, que ga-
rante nao haver ambiguidade na formacao das férmulas. A demonstragao
deixamos por conta do leitor.

Teorema 2.2 (Unicidade da representacao das férmulas). Para toda formula
A, uma, e apenas uma, das afirmacoes abaizo € verdadeira:

e A ¢ uma formula atomica;
e FExiste uma unica formula B tal que A é a formula (—B);

e Existem tnicas formulas B e C tais que A € a formula (B N C);
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o FExistem unicas formulas B e C tais que A é a férmula (B V C);
o FExistem unicas formulas B e C tais que A € a formula (B — C);

e Existem tnicas formulas B e C tais que A € a formula (B < C).

Subférmulas: As féormulas intermediarias, usadas no processo de cons-
trucao de uma férmula através das regras 1 a 3, sao chamadas de subférmulas
da férmula em questao. Por exemplo, p, ¢, (—p), e (¢ (—p)) s@o subférmulas
de (p — (¢ A (—p))). Formalmente, introduzimos a seguinte defini¢do, que é
recursiva e s6 é possivel gragas ao principio da indugao na complexidade das
formulas:

Definicao 2.3 (Subférmulas). As subformulas da férmula (—A) sdo as
férmulas A e as subféormulas de A. As subférmulas das férmula (A A B),
(AV B), (A— B) e (A <> B) sao as férmulas A, B e as subférmulas de A e
de B.

A cada férmula iremos associar um numero natural que chamaremos de
grau de compleridade da férmula.

Defini¢ao 2.4 (Grau de complexidade da férmula). Para cada férmula da
l6gica proposicional determinamos um nimero natural conforme as seguintes
regras:

1. Uma férmula atomica tem grau de complexidade 0;

2. Se A tem grau de complexidade n, a férmula (-A) tem grau de com-
plexidade n + 1;

3. Se A e B tém graus de complexidade n e m, respectivamente, entao
(ANB), (AV B), (A — B) e (A < B) tém grau de complexidade

max{n,m} + 1, onde max{n, m} é o maior valor entre n e m.

Por exemplo, a féormula p tem grau de complexidade 0, por ser atomica,
e a formula —p tem grau de complexidade 1. Pela regra nimero 3, a férmula
((=p) A q) tem grau de complexidade 2: um a mais que o maior valor entre
os graus de complexidade de —p (que é 1) e de g (que é 0).

A Definicao 2.4 permite, a priori, que o grau de complexidade seja mul-
tivalorado, ou nao tenha valor algum. Em nenhum momento, na definigao,

13

escrevemos “o grau de compleridade da formula é n”, mas escrevemos “a
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formula tem grau de complexidade n”. Poderia ocorrer de uma férmula ter,
simultaneamente, mais de um valor natural, ou mesmo nenhum. Precisamos
usar o principio da indugao na complexidade da férmula para provarmos que,
de fato, o grau de complexidade é unicamente determinado.

Essa discussao faz-se necessaria porque por varias vezes utilizamos de-
finigoes por recorréncia sem explicar de maneira rigorosa. O paragrafo ante-
rior nos da uma ideia de como formalizarmos defini¢oes recursivas, que serao
formalizadas no Apéndice A, Teorema A.13.

Omissao de parénteses: O uso de parénteses é essencial para que o te-
orema da unicidade de representacao das férmulas seja verdadeiro, evitando
ambiguidades na linguagem. Porém, as vezes escrevemos as férmulas de
maneira simplificada, omitindo o excesso de parénteses, sem comprometer a
clareza, conforme as regras seguintes:

1. Omitimos os parénteses extremos de uma férmula, lembrando de “re-
colocé-los” na sequéncia da formacao das férmulas (por exemplo, es-
crevemos p A (¢ V r) em vez de (p A (g V' r))).

2. Em sequéncias apenas de disjungoes ou apenas de conjung¢oes omitimos
os parénteses consecutivos, usando a notacao A A B A C' no lugar de
(AANB)AC oude AA(BAC). Da mesma forma, utilizamos a notagao
AV BV Cnolugar de (AV B)V C oude AV (B V(). Vale também
a alteragao andloga em sequéncias maiores. Por exemplo, escrevemos
ANBACAD no lugar de ((AANB)AC) A D.

3. Em férmulas e subférmulas da forma —(—A) escrevemos simplesmente
_|_|A'

4. Omitimos parénteses em subférmulas da forma (—A), escrevendo, sim-
plesmente, = A. Assim, fica convencionado que —p A ¢ significa (—p) Aq
e nao significa =(p A q).

Convém que se faca algumas observacgoes a respeito das regras acima. Em
primeiro lugar, lembramos que se trata de regras informais, usadas para
simplificar a notagao, como uma abreviatura. Para efeitos formais e onde
exigir resultados metamatematicos mais rigorosos, nao devemos considerar
essas simplificagoes.
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A segunda “regra” de omissao de parénteses fere o principio da unicidade
de representacao, ja que pAgAr pode significar tanto (pAg) Ar quanto pA(gA
1), que sao férmulas diferentes. No entanto, como percebemos intuitivamente
e confirmaremos na proxima se¢ao, em termos semanticos nao ha diferenca
entre uma férmula e outra.

A quarta regra nao é usada unanimemente, por isso deve ser usada com
prudéncia. Podemos comparéd-la com as aulas das chamadas “expressoes
numéricas”, que aprendemos no ensino fundamental, em que somos ensinados
a fazer primeiro a operagao de multiplicacao. Da mesma forma, mediante essa
regra de omissao de parénteses damos preferéncia ao conectivo de negacao
em relacao aos conectivos bindrios.

2.2 Valoracao

Na secao anterior tratamos da parte sintatica da logica proposicional. A
semantica sera dada pela valoracao, que atribui, a cada férmula, um valor de
verdadeiro ou falso. Usaremos a nocao intuitiva de funcao, que sera tratada
com mais rigor no Capitulo 3 e no Apéndice A.

Chamamos de linguagem da légica proposicional o conjunto das férmulas
da logica proposicional.

Definigao 2.5 (Valoracao). Seja L a linguagem da ldgica proposicional.
Uma wvalorag¢do é uma fungdo V de L em {0,1} que satisfaz as seguintes
condigoes:

e V(=A) =1 se, e somente se, V(A) =0

e V(AN B)=1se, esomente se, V(A)=1e V(B) =1.

e V(AV B) =1 se, e somente se, V(A) =1ouV(B) = 1.

e V(A — B)=1se, e somente se, V(A) =0ou V(B) = 1.

e V(A <+ B) =1 se, e somente se, V(A) =V (B).

Dizemos que uma férmula A é verdadeira para a valoragao V se V(A) = 1.
Se V(A) = 0 dizemos que A é falsa para a valora¢ao V.

Na definicao acima, 0 signifia falso e 1 significa verdadeiro.
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O seguinte teorema mostra que uma valoracao depende exclusivamente de
seus valores nas férmulas atomicas. Esse resultado é essencial para o método
da tabela-verdade.

Teorema 2.6. Seja v uma fungdo cujo dominio é o conjunto das formulas
atomicas, e cujo contra-dominio é {0,1}. Entao erxiste uma unica valora¢ao
V' tal que V(p) = v(p), para qualquer formula atomica p.

Demonstragao: Definiremos V' recursivamente sobre o grau de complexi-
dade das formulas. Se A é uma féormula de grau 0, entao A é uma férmula
atomica, e definimos V(A) = v(A). Sejan > 0 e suponha que temos definido
V(A) para toda férmula A de grau menor que n. Seja C' uma férmula de
grau n e vamos definir V(C'). Se C' é da forma —A, entdo A tem grau menor
que n e, portanto, V(A) estd definida. Definimos, entao, V(C) =1 — V(A).
Se C' ¢é da forma A A B, temos que A e B tém grau menor que n, e defi-
nimos V(C) = 1 se V(A) e V(B) sao ambos iguais a 1, e 0 caso contrério.
Assim, analogamente, definimos V(C') de acordo com as condigoes da va-
loracao, para os casos de C ser da forma AV B, A — B ou A +< B. Pelo
teorema da unicidade de representacao, sabemos que C' tem uma e apenas
uma dessas formas, o que faz com que essa definicao seja boa. Provamos
facilmente, por indugao em n, que V é uma valoracao e estd bem definida
em todas as féormulas. [ |

Definicao 2.7 (Tautologia). Dizemos que uma férmula é uma tautologia se
for verdadeira para qualquer valoragao.

As tautologias mais simples que conhecemos sao pV—p e p — p. Nao pre-
cisa estudar légica nem ver como estd o tempo para saber que as frases “Esta
chovendo ou nao esta chovendo” e “Se esta chovendo entao estd chovendo”
sao sempre verdadeiras.

A situagao oposta a da tautologia é o que ocorre com a férmula p A —p.
Nao importa qual valoragao tomamos, p A —p sera sempre falsa. Chamamos
tal tipo de férmula de contradicao.

Definicao 2.8 (Contradigao). Dizemos que uma férmula é uma contradi¢do
se for falsa para qualquer valoracao.

Finalmente definimos o que sao férmulas equivalentes:

Definigao 2.9 (Equivaléncia). Dizemos que duas férmulas A e B sdo equi-
valentes se V(A) = V(B), para toda valoracao V.
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A seguir, enunciamos uma série de resultados faceis de verificar.
Teorema 2.10. Para todas formulas A e B valem:
(a) A € uma tautologia se, e somente se, 7 A é uma contradi¢ao,
(b) A € uma contradicao se, e somente se, =A é uma tautologia;
(c) A e B sao equivalentes se, e somente se, A <> B é uma tautologia,

(d) Se A € uma tautologia e p é uma formula atomica, entdo, se substituir-
mos todas as ocorréncias de p, em A, pela formula B, a formula obtida
serd uma tautologia;

(e) Se A e A— B sao tautologias entdo B é uma tautologia.

Para exemplificar o item (d), considere a férmula p — p. Essa é, cla-
ramente, uma tautologia. Agora troquemos as duas ocorréncias de p pela
féormula (p A ¢). Teremos a féormula (p A q¢) — (p A q) é uma tautologia.

O item (e) é uma forma de apresentarmos a regra de inferéncia modus
ponens, conforme veremos na Se¢ao 6.2.

2.3 Tabela-verdade

Vimos que, para analisarmos os possiveis valores de uma férmula, precisa-
mos analisar todas as possibilidades de valores das férmulas atomicas que a
constituem, e os valores das subférmulas através das regras dos conectivos.
Para condensar esse processo em um método mecanico e eficiente criou-se a
tabela-verdade.

O primeiro passo para montar a tabela-verdade de uma féormula é des-
trinché-la nas subférmulas. Depois montamos uma coluna para cada subférmula,
colocando as mais elementares a esquerda, e as mais complexas a direita,
partindo das férmulas atomicas até a férmula toda. Em seguida, montamos
uma linha para cada possivel valoracao das formulas atomicas que ocorrem
na férmula — indicando V (ou 1) para verdadeira e F (ou 0) para falsa — e
usamos as regras dos conectivos para completar a tabela. Como exemplo,
construamos as tabelas-verdade para as formulas com apenas um conectivo
l6gico.

Tabela-verdade para a negacao:
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p
VI F
F

Tabela-verdade para a conjuncao:

o <>

SIESESEIES
o < <=

Tabela-verdade para a disjuncao:

<< <

SIS BTN
S IS T

Tabela-verdade para a implicagao:

pPlqa|pP—4q
Viv] V
VIF| F
F\Vi Vv
FIF| V

Tabela-verdade para a equivaléncia:

<=4 <7

SIS BN
IS I

27
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As colunas da tabela-verdade represetam as formulas e subférmulas, en-
quantos as linhas representam as valoragoes, que atribuem a cada féormula
atomica um valor de verdadeiro ou falso.

O préximo exemplo serda um pouco mais complexo. Considere a férmula
(=p) V q. As suas subférmulas sdo: p, ¢ e =p. A tabela-verdade para essa
formula fica:

plqg|-p|(=p) Vg
VIVIF %
VIF|F F
FlV| |V 1%
F|IF|V 1%

Expliquemos a primeira linha da tabela-verdade acima, caso ainda rema-
nes¢a alguma duvida sobre ela. Suponhamos que p e ¢ sejam verdadeiras,
isto é, tomemos uma valoracao em que atribui a p e ¢ os valores de verda-
deiro. Entao, como p é verdadeira, pela regra da negacao temos que —p é
falsa. Como —p é falso e ¢ é verdadeira, a regra da disjun¢ao nos diz que
(=p) V q é verdadeira. E assim construimos a primeira linha, e, seguindo o
mesmo raciocinio, construimos as outras tres.

Observe que a tabela-verdade de (—p) V ¢ ¢é idéntica a de p — ¢, se pre-
servarmos a ordem das linhas e desconsiderarmos as colunas intermediarias
entre as férmulas atomicas e a férmula completa (neste caso, a coluna da
subférmula —p). Isso ocorre porque as duas formulas sdo equivalentes e, por-
tanto, todas as valoragdes resultam no mesmo resultado final (a saber, o valor
falso na segunda linha e verdadeiro nas demais).

Nas tautologias, a iltima coluna marca sempre verdadeiro, como o exem-
plo a seguir, da férmua (p A q) — p.

pla|phgl(phqg) —p
VIV Vv %
VIF| F 1%
F|lV| F 1%
F|F| F 1%

Nota-se que, cada vez que adicionamos uma nova férmula atomica a
formula, dobramos o nimero de linhas da tabela-verdade. Por exemplo,
a tabela-verdade para a férmula (p VvV q) — r é:
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BS

)
<
K
=

S IR Es IRES B VIR NI SIS
SRS BRI VIS (e BN [
I IV IR
BRIV NN M R
S <Tm<TmaEmsg

Portanto, a tabela-verdade de uma féormula contendo n férmulas atomicas
diferentes, terd 2" linhas. Isso nos dard, ao todo, 22" possiveis tabelas-verdade
de férmulas com n férmulas atomicas.

Vamos dar um exemplo de como aplicar esses exemplos em um problema
pratico. Analisemos o seguinte problema:

Joao nao dorme quando José toca piano ou Joaquim toca
violao. Se Joao estiver dormindo, podemos saber se José esta
tocando piano?

Esse problema é bem simples e pode ser resolvido facilmente sem uso de
tabela-verdade. Se José estivesse tocando piano, pela hipotese do problema
sabemos que Joao nao estaria dormindo. Entao fica facil concluir que José
nao podia estar tocando piano, quando Joao dormia. Mas vejamos como
resolver esse problema através de uma tabela-verdade. Em primeiro lugar
precisamos definir quais sao as frases principais do problema e substitui-las
por formulas atomicas. Teremos o seguinte;

p: José esta tocando piano.
q: Joaquim esta tocando violao.

r: Joao estda dormindo.

A hipétese do problema afirma que a seguinte frase é verdadeira, se a
reescrevermos de forma apropriada:

Se José esta tocando piano ou Joaquim esta tocando violao,
entao Joao nao esta dormindo.
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Escrevendo a frase nessa forma, que tem o mesmo sentido daquela apre-
sentada no problema, fica facil identificd-la com a seguinte férmula da l6gica
proposicional:

(pVa) = (-r).

A tabela-verdade da férmula acima fica

plaglr|-r|pVeg|(pVe — (o)
VIVIV]IF| V I
VIVIF|V | Vv \Vs
VIFIV|F| VvV r
VIFIF|V | Vv \Ys
FIVIV|F| V F
FIVIF|V | Vv \Vs
F|F|IV|F| F \%
FIF|F|V| F \Vs

Ressaltamos em negrito os casos em que r é verdadeiro (ou seja, quando
Joao esta dormindo) e em que (p V q) — (—r) é verdadeiro. Pelo problema,
s6 sobrou a sétima linha como a tunica possivel. Dai concluimos que p e q
sao falsos, ou seja, José nao estd tocando piano e Joaquim nao estd tocando
violao.

Aparentemente complicamos um problema bem mais simples. Embora a
tabela-verdade seja uma ferramenta objetiva para resolvermos problemas de
légica proposicional, ela nao deve inibir nossa intuicao e raciocinio dedutivo.
Muitas vezes nao é necessario montar toda a tabela verdade. No problema
em questao, por exemplo, podemos eliminar as linhas em que ré falsa, pois o
enunciado ja nos diz que Joao estd dormindo. Um pouco de bom senso nos
pouparia de trabalho inttil.

2.4 Diagramas de Venn-Euler

Os diagramas de Venn-Euler ilustram a relacao existente entre logica e teoria
dos conjuntos, associando os conectivos logicos as operacoes conjuntisticas.

Para estabelecer essa relagao, consideramos um conjunto-universo for-
mado por todas as valoragoes da logica proposicional. Identificamos, nesse
universo, cada férmula como o conjunto das valoracoes que a tornam verda-
deira. Nos diagramas de Venn-Fuler, os pontos correspondem as valoracoes,
e as regioes desenhadas representam as formulas.
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Figura 2.1: Representacao das férmulas atomicas p, q e 7.

Se representamos trés féormulas atomicas em um diagrama, precisamos
que esses conjuntos sejam independentes, o que significa que toda combinagao
que formamos tomando cada um desses conjuntos ou seu complemento tem
interseccao nao-vazia. A definicao precisa desse conceito sera dada na lingua-
gem de dlgebras de Boole, no Apéndice B. Mas a Figura 2.1 exemplifica bem
o que queremos. Repare que os trés circulos que representam as férmulas
atomicas delimitam um total de oito regioes do diagrama. No caso geral, um
diagrama contendo n férmulas atomicas precisa ter 2" regioes.

Para representar uma férmula no diagrama, sombreamos as regioes cor-
respondentes as valoragoes que tornam tal formula verdadeira. A Figura 2.2
representa a férmula p — ¢ — que é equivalente a (—p) V ¢ — em um diagram
constituido de duas féormulas atomicas.

Pelo mesmo diagrama fica facil visualizar que a negagao de p — ¢ (ou
seja, o complemento da area sombreada) é equivalente a p A (—¢q) — o conjunto
dos pontos que estao em p e nao estao em gq.

Observamos que o conectivo de negacao é representado, nos diagramas
de Venn-Euler, pelo complemento de conjunto. De fato, o conjunto das va-
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p q

Figura 2.2: Representagao da férmula p — ¢ (ou de (—p) V q)

loragoes que tornam —p verdadeira é o conjunto das valoracoes que tornam p
falsa. O conectivo da disjungao (ou) é representado pela uniao e a conjungao
(e) pela intersecgao.

Para tornar a ideia desses diagramas ainda mais intuitiva, imaginemos o
seguinte: as valoragbes (ou pontos do diagrama) representam os individuos,
as férmulas (regides do diagrama) sao caracteristicas que determinam grupos
de individuos.

Por exemplo, se pensarmos no universo como o conjunto dos animais,
a formula atomica p pode representar a caracteristica “é mamifero”, e ¢
pode representar “ter asas”. A férmula p A ¢ corresponde ao conjunto dos
animais que sao mamiferos e tém asas. Os morcegos estariam “dentro” dessa
formula, ao passo que cavalos e pardais ficariam de fora. Esses no entanto,
se enquadrariam na férmula p V ¢, que corresponde ao conjunto dos animais
que sao mamiferos ou tem asas.
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2.5 Reciproca e contrapositiva

Um erro comum — que ocorre tanto no estudo da matematica quanto no uso
da linguagem cotidiana — é confundir as férmulas p — ¢ e ¢ — p. Vamos
imaginar que alguém diga: “Se eu for viajar, entao eu vou comprar um carro
novo.” Suponhamos que o autor da frase decida nao viajar. Poderemos,
entao, concluir que ele nao comprard o carro? De jeito nenhum! Ele garantiu
que compraria o carro caso tivesse decidido viajar. Mas nada afirmou na
hipétese de ter desistido da viagem.

Lembremos da semantica da formula p — ¢. Tal féormula s6 sera falsa se
p for verdadeira e ¢ for falsa. Assim, o cidadao do exemplo s6 terd mentido
se ele viajar e nao comprar o carro que prometera.

Observe que essa estrutura é muito diferente da frase: “Se eu comprar
um carro novo, entao eu vou viajar”. Diferente da frase anterior, essa s serd
falsa no caso do individuo comprar o carro e nao viajar. Essa frase é chamada
de reciproca da primeira, e tem valor 16gico diferente dessa. As duas frases
nao sao equivalentes.

Agora suponhamos que nosso amigo do primeiro exemplo diga, apds al-
guns dias: “nao vou comprar um carro”. O que poderemos concluir, supondo
que ele seja totalmente sincero e nao mude de ideia? Certamente ele deci-
diu nao viajar, porque, se tivesse viajado, teria comprado o carro. Logo,
a afirmacao “se eu viajar, entao eu vou compar um carro novo’ equivale a
seguinte: “Se eu nao comprar um carro novo, entao nao vou viajar”’. HEssa
afirmacao é chamada de contrapositiva da primeira, e ambas sao logicamente
equivalentes.

Reciproca e Contrapositiva: Considere uma férmula da
forma A — B. A férmula B — A é chamada de reciproca da
formula A — B, e a féormula =B — —A é chamada de contrapo-
sitiva de A — B.

Através da tabela-verdade podemos provar o seguinde resultado:

Proposigao: Uma formula e sua contrapositiva sao equiva-
lentes.

Observacao sobre a implicagao légica: Na linguagem natural, a es-
trutura “se...entao” tem um sentido diferente do que na ldogica classica.
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Quando usamos essa estrutura, na linguagem natural, ha uma relagao de
causa e efeito. Por exemplo: a frase “se chover, entao o rio transbordara”
indica que o transbordamento do rio seria uma consequencia da chuva. Na
linguagem légica, a implicagao nao necessariamente traduz essa ideia.

A frase “Se a lua é verde, entao o sol é quadrado” é verdadeira? Na
linguagem natural, essa frase nao tem sentido, primeiro porque nao ha relacao
entre a cor da lua e o formato do sol, e segundo porque a hipdtese e a tese
da implicacao sao ambas absurdas. Mas, logicamente, a frase é verdadeira,
porque € da forma p — ¢, onde p significa “a lua é verde” e ¢ significa “o sol
¢ quadrado”. Como ambas as férmulas atomicas sao falsas, a tabela-verdade
nos diz que a férmula é verdadeira, o que nao coincide com o uso intuitivo
da linguagem natural, que sé utiliza a implicacao quando existe uma relacao
de causa-efeito.

Se negarmos a frase “Se a lua é verde, entao o sol é quadrado”, sob o
ponto de vista da logica proposicional, obteremos algo equivalente a “A lua
é verde e o sol nao é quadrado”, o que é claramente falso, pois a lua nao é
verde. Formalmente, podemos expressar isso da seguinte maneira (deixamos
a verificac@o a cargo do leitor):

As férmulas —(p — q) e p A —¢ sdo equivalentes.

2.6 Falacias e silogismos formais

Aproveitando essa discussao sobre implicagao logica, discutiremos aqui algu-
mas relacoes entre a logica simbdlica e a argumentagao na linguagem natural.

Conforme discutimos na Se¢ao 1.4, uma demonstragao matematica se as-
semelha a uma argumentacao na linguagem natural. Se a demonstracao esta
correta e parte de hipdteses (ou axiomas) verdadeiras, a conclusao provada
serd verdadeira (embora, na matemética, hd uma longa discussao sobre o que
significa ser “verdadeira”).

Quando argumentamos na linguagem natural, partimos de premissas, que
pressupomos ser verdadeiras, para tentar mostrar, logicamente, que a tese
que queremos defender é verdadeira. Um argumento vdlido — também cha-
mado de silogismo — é aquele que, quando aplicado a premissas verdadeiras,
necessariamente leva a conclusoes verdadeiras. Naturalmente, podemos ar-
gumentar corretamente partindo de premissas falsas, o que pode levar a con-
clusoes falsas. Analisar a validade de um argumento é diferente de analisar
a veracidade das premissas ou da conclusao.



2.6. FALACIAS E SILOGISMOS FORMAIS 35

Assim como em demonstragoes matematicas podem ocorrer erros que
passam despercebidos ao autor, em argumentacoes podem ocorrer falhas de
raciocinio, sejam elas acidentais ou intencionais. Um argumento que parece
valido, mas nao é, podendo levar a conclusoes falsas a partir de premissas
verdadeiras, é chamado de faldcia ou sofisma.

Alguns tipos especiais de falacias e de silogismos estao diretamente ligadas
a logica de proposicional, ou a antiga légica formal. Essas sao as chamadas
faldcias e silogismos formais.

Apresentamos, aqui, duas faldcias e dois silogismos que estao diretamente
ligados aos conceitos de reciproca e contrapositiva, apresentados na secao
anterior.

Afirmando o antecedente: E o silogismo que de A e de
A — B conclui B.

O silogismo afirmando o antecedente corresponde a regra do modus po-
nens. Exemplo: Todo homem € mortal. Socrates é homem. Logo, Socrates é
mortal.

Afirmando o consequente: E a faldcia que de Bede A —
B conclui A.

Trata-se do erro comum de confundir uma implicacao com a sua reciproca.
Exemplo: Se beber, nao dirija. Fu nao dirijo, logo, devo beber.

Negando o consequente: Eo silogismo que de de A — B
e de =B conclui —A.

Esse silogismo — muito utilizado em provas por absurdo (e no seu corres-
pondente na linguagem natural, que é o sarcasmo) — é o uso correto da con-
trapositiva, e também é chamado de modus tollens. Exemplo: todo niumero
racional ao quadrado € diferente de 2. Logo, raiz de 2 € irracional. Aplicando
ao exemplo anterior, o seguinte argumento é correto: Se beber, ndo dirija.
Preciso dirigir. Logo, nao devo beber.

Negando o antecedente: E a faldcia que de de A — B e
de —A conclui —B.



36 CAPITULO 2. LOGICA PROPOSICIONAL

Essa é outra forma de se manifestar a tradicional confusao entre uma
implicagao e sua reciproca. Exemplo: Penso, logo existo. Lagartixas nao
pensam, logo, lagartixas nao existem.

Essas falacias aqui listadas sao as que estao mais relacionadas a com-
preensao equivocada da légica proposicional. Ha muitas outras além dessas.
Alguns exemplos: argumentacao circular, apelo a ignorancia, apelo a emocao,
apelo ao novo, argumento da autoridade, ad hominem, descida escorregadia,
espantalho, analogia imprépria, falso dilema, generalizacao apressada e mui-
tas outras. Em [18] hd um capitulo interessante chamado enciclopédia das
falacias, com uma lista de nada menos que 35 falacias.

2.7 Leis de Morgan

J& vimos a equivaléncia entre —~(p — ¢) e p A (—q). Somadas a ela, as leis
de Morgan — que sao propriedades gerais das algebras de Boole, melhores
discutidas no Apéndice B — permitem substituirmos qualquer férmula por
outra equivalente que s6 possua negacao em frente as formulas atomicas.
A demonstragao dessas leis é simples e deixamos como exercicio (faga pela
tabela-verdade ou pela defini¢ao):

Leis de Morgan: As férmulas =(p A q) <> ((—p) V (—q)) e
=(pVq) < ((-p) A (—q)) sao tautologias.

Para explicar essas equivaléncias, pensemos no seguinte exemplo: se um
vendedor lhe promete um carro silencioso e wveloz, ele tera descumprido a
promessa se o veiculo que ele lhe vender nao for silencioso ou nao for veloz.

Como a légica proposicional satisfazer todos os axiomas de dlgebras de
Boole, trocando igualdade por equivaléncia (vide Apéndice B), também po-
demos observar que os outros axiomas sao verdadeiros. Por exemplo, a dis-
tributividade de conjuntos também vale para logica proposicional. Ou seja,
AN (BV () éequivalente a (AA B) V (AAC), assim como AV (BAC) é
equivalente a (AV B) A (AV C).

Distributividade: As férmulas (AA (BVC)) < (AAB)V
(ANC)) e (AV(BAC)) < ((AV B)A(AVC)) sao tautologias.

Temos ainda a propriedade associativa, que justifica a omissao de parénteses
em sequéncias de férmulas contendo sé conjungoes ou s6 disjuncoes.
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Associatividade: As férmulas ((AAB)AC)) <> (AN(BAC))
e (AVvB)V()) «+ (AV(BVC(C)) sao tautologias.

2.8 Redefinindo conectivos

Para estudarmos resultados tedricos sobre a linguagem da légica proposici-
onal, as vezes convém utilizarmos uma quantidade reduzida de conectivos
l6gicos, se esses forem suficientes para expressar todas as féormulas.

Por exemplo, no lugar de uma férmula do tipo A — B, podemos consi-
derar a férmula (—A) V B. Repare que ambas as férmulas s6 serao falsas no
caso de A ser verdadeira e B ser falsa. Ou seja, elas sao equivalentes. Voce
pode verificar isso através da tabela-verdade ou intuitivamente. Considere a
frase: “se eu comprar um carro entao eu vou viajar”. Em que situacao terei
eu descumprido com a promessa? No caso de eu comprar um carro e nao
viajar. Ou seja, a minha afirmacao equivale a seguinte: “ou eu viajo, ou eu
nao compro um carro” 2.

Reduzir o conectivo bicondicional (equivaléncia) aos outros conectivos é
simples. A férmula A <» B é claramente equivalente a (A — B) A (B — A).
Pela observacao anterior podemos eliminar também a implicacao, transfor-
mando a férmula em

(=A) vV B) A ((=B) v A).

Finalmente, as leis de Morgan nos permitem escrever a conjunc¢ao a partir
da disjuncao, ou vice-versa, com o auxilio da negacao. Assim, A A B é
equivalente a —((—A) V (=B)), e AV B ¢ equivalente a =((=A) A (-B))
(observe que, além das leis de Morgan, usamos a equivaléncia entre A e
——A).

Enfim, provamos que, apenas com a negacao e a disjun¢ao, ou apenas com
a negagao e a conjuncgao, conseguimos expressar toda a légica proposicional,
substituindo algumas férmulas por outras equivalentes.

Teorema: Para toda férmula A da légica proposicional existe
uma formula B equivalente a A cujos unicos conectivos sao V e

.

20bserve a presenca da leis de Morgan nessas observacoes.
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A tabela seguinte mostra como redefinimos todos os conectivos em termos
desses dois:

ANB ~((=A4) v (=B))
A— B (mA)V B
A< B|~(=((-A4) vV B)V((=B) vV A)))

Como foi dito anteriormente, poderiamos ter usado a conjuncao, no lugar
da disjuncao. Todavia, a disjuncao apresenta a vantagem de expressar com
mais facilidade a implicacao.

Poderiamos, também, ter usado = e —, como simbolos primitivos, pois
AV B ¢ equivalente a (mA) — B. Fica como exercicio ao leitor verificar que
nao é possivel definir o conectivo — a partir de V e —, ou de A e —, ou ainda
de A e V, bem como nao é possivel definir o operador V a partir de = e —.

No final do capitulo, apresentaremos ao leitor um exercicio tirado de [24]
que mostrara ser possivel definirmos um novo conectivo 16gico (binério) tal
que todos os outros possam ser definidos a partir desse 1inico conectivo.

2.9 Forma disjuntiva normal

Essa discussao sobre como definir um conectivo a partir de outros desperta
uma pergunta natural: serd que todos os possiveis conectivos podem ser
definidos a partir do que temos? Em outras palavras, queremos inverter o
processo da tabela-verdade: dada uma tabela procuramos uma formula para
ela (isto ¢, escolhemos como deve ser a tltima coluna da tabela-verdade).

Por exemplo, queremos encontrar uma férmula A que resulte na seguinte
tabela-verdade:

BINELIENE SR
TS ST S e

SIS Tes e B SEA NI NN S
SELIEENES SIS
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Observe que ha trés linhas da tabela-verdade (a primeira, quarta e quinta)
em que A estd marcada como verdadeira. Nas demais, A é marcada como
falsa.

A primeira linha diz que, se a valoracao marcar como verdadeiras todas
as féormulas atomicas p, ¢ e r, entao A deverd ser verdadeira. Ou seja, se
p A g A r for verdadeira, a formula A serd verdadeira.

A quarta linha nos diz que se p for assinalada como verdadeira, e ¢ e
r como falsas, entao também teremos A verdadeira. Ou seja, p A =g A —r
também devera implicar A.

Pela quinta linha verificamos que =p A ¢ A r implicam em A verdadeira.

Como sao essas as unicas linhas que tornam A verdadeira, para que isso
ocorra é necessario e suficiente que uma dessas féormulas seja verdadeira:
PAGAT,pANDg A\ —rou—pAgAT.

Com isso mostramos que a férmula A procurada pode ser

(PAGAT)V(PA=gA=T)V (=pAgAT)

ou equivalente a essa. O leitor é convidado a fazer a tabela-verdade para
confirmar.

Nota-se que esse processo para encontrar essa formula nao foi aleatorio,
mas um método que se aplica a qualquer tabela-verdade, seguindo os seguin-
tes passos:

1. Marcamos todas as linhas da tabela-verdade em que a féormula procu-
rada estd assinalada como verdadeira;

2. Para cada uma dessas linhas, montamos uma férmula formada pela
conjungao das férmulas atomicas (quando essa é assinalada, naquela

linha, como verdadeira) ou de sua negagao (caso seja assinalada como
falsa);

3. Tomamos a disjuncao das férmulas obtidas, quando houver mais de
uma.

Um caso deve ser tratado separadamente: quando todas as linhas mar-
cam o valor “falso”. Nessa situacao basta tomarmos a férmula p A —p, que,
como vimos anteriormente, também serd representada simplesmente por L,
o simbolo usado para as contradicoes, na logica proposicional.

H4, pelo menos, trés vantagens no que acabamos de mostrar. Primeiro,
mostramos que para toda tabela-verdade possivel existe uma féormula que
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se “encaixa”’ perfeitamente nela. Segundo, mostramos que toda férmula é
equivalente a uma férmula que obedece uma estrutura determinada, relati-
vamente simples. Terceiro, essa forma em que podemos escrever as formulas
¢ muito mais facil para visualizar e montar a tabela-verdade.

Essa forma de escrevermos formulas proposicionais — como disjuncao de
conjuncoes de férmulas atomicas ou de sua negacao — é chamada de forma
disjuntiva normal , conforme a definicao seguinte:

Definigao 2.11 (Forma disjuntiva normal). Dizemos que uma férmula é
disjuntiva normal (ou, estd na forma disjuntiva normal) se é da forma A; V
...V A,, onde cada A; é da forma B; A...A B,,, onde cada B; é uma férmula
atOmica ou sua negacao.

Convém notar que podemos ter um caso “degenerado” da definicao da
forma disjuntiva normal, em que n =1, em A; V...V A,. Ou seja, férmulas
como p A g também se enquadram na definicao de forma disjuntiva normal,
ainda que nao possuem disjun¢ao. Do mesma modo, m pode ser 1, em
By A ...\ B,,, nao sendo necessario que haja conjuncgoes na férmula. Assim,
uma férmula atémica (ou sua negagao) sao os casos mais simples de férmulas
na forma disjuntiva normal.

Vimos que é possivel contruir uma férmula na forma disjuntiva normal
para qualquer tabela-verdade. Esse resultado mostra que nao precisamos de
mais conectivos na logica proposicional além dos que ja temos, isto €, todos
0s outros possiveis conectivos podem ser definidos a partir dos usuais. Para
formaliza-lo de maneira precisa, lembrando que cada linha da tabela-verdade
corresponde a uma valoracao das formulas atomicas, enunciamos o proximo
teorema.

Teorema 2.12. Sejam py,...,p, formulas atomicas e seja X um conjunto
de fungoes de {p1,...,pn} em {0,1}. Entao existe uma formula A na forma
disjuntiva normal tal que A é verdadeira para uma valoracdo V' se, e somente
se, a restricao de V' a essas formulas atomicas pertence a X. Isto €, se existe
fem X tal que f(p;) = V(p;), para todo i entre 1 e n.

Demonstragao: Se X for vazio, tomemos A a férmula p A —p. Suponha-
mos X nao-vazio e escrevamos X = {f1,..., fn}. Para cada j € {1,...m}
definimos B; = Cj A ... A G}, onde cada C} ¢é p;, se fi(p;) = 1, e —p;, se
fj(p;) = 0. Defina A como a férmula By V...V B,,.
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Suponhamos que V(A) = 1, para uma valoragdo V. Isso significa que
V(Bj) = 1, para algum j. Para isso, precisamos ter V(C}) = 1, para todo
i€ {1,...,n}. Quando f;(p;) = 1, temos que C} é p; e, portanto, V(p;) = 1.
Quando f;(p;) = 0, temos que C é —p; e, portanto, V(p;) = 0.

Reciprocamente, se V' (p;) = f;(p;), para algum j € {1,...,m} e todo i €
{1,...,n}, temos, pelo mesmo argumento, V(C;) = 1 e, portanto, V(A4) =1,
como querfamos provar. [ |

Observe que a demonstracao acima formaliza o processo que descreve-
mos anteriormente para obtermos uma férmula disjuntiva normal a partir da
tabela-verdade. As funcoes pertencentes a X representam as linhas em que
a formula é marcada como verdadeira.

Como conseguimos uma férmula disjuntiva normal para cada tabela-
verdade, entao, dada uma férmula qualquer, conseguimos uma outra, na
forma disjuntiva normal, que possui a mesma tabela-verdade. Ou seja, do
Teorema 2.12 segue facilmente o préximo.

Teorema 2.13. Toda formula proposicional € equivalente a alguma formula
na forma disjuntiva normal.

Exercicios

1. Construa a tabela-verdade de cada uma das férmulas abaixo, e verifique
se cada uma é tautologia, contradigdo ou contigéncia (isto é, nem tautologia
nem contradigdo). Tente se convencer do resultado antes de montar a tabela.

(a) p—(¢— (pNq)

() (p—=>a)A(gAr)) = (p—7)
(c) (p—4q)—(a—p)

(d) (pAg VT

(e) pA(qVr)

) (Vg =7

(8) pA (=g < —n)



42 CAPITULO 2. LOGICA PROPOSICIONAL

(h) (pV(gAT)) < ((mgV—r)—p)
(i) pV(@A(pV(—~gAT)))

(G) (b= AN(gAT)) < (p—7)

2. Novamente, verifique se cada uma das féormulas abaixo é tautologia, con-
tradicao ou contigéncia. Mas, desta vez, use a definicao de valoracao.

(@) p—= (an((rvVsVi)—q)

(b) p—=(g—= (r—=(s=(t—p)))

() p— (g ~q) A(mp—= (rAsAtA(mrV—t)))
(d) ((rvs)—=(gA(r—=—(sVi))) = (p—p)

(e) p< (pA((gA(r—s)) = (g Vi)

(£) p< (mpV (A (r < =s)) = (g V1))

(8) p—= (g = (r—= (s> (t = p))))

(h) (pV-p)A(g—=a) A= (sVr)A(EAg) = 1)
(1) (pAgA-r)V(sAt)) < ((mpV g V) A(os Vi)

@) (0= a) = ((r—s) = (t—=p))
3. Para cada formula dos exercicio 1 e 2, calcule o seu grau de complexidade.

4. Mostre que as férmulas abaixo sao tautologias:

(a) (—==p) <

(b) (=(pAq)) <> (-pV )

(¢) (=(pVa) < (-pA—q)

(d) (=(p—q) < (pA(7q))
(=

(e) (=(p+q) < (pA=q)V(=pAq)
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5. Usando o exercicio anterior, escreva as negacoes das formulas abaixo, de
forma que o conectivo da negacao s6 aparega diante das formulas atomicas.

(a) (pAg) =7
(b) p— (pPNq)
(c) per(qgVvr)
(d) pV(gA(rvs))
() p—(g—r)
(f) -p—(gvr)
(8) (pVag)—(rAs)
(h) pVi(g—r)
i) p—q —r

(G) p—=q) = (r—s)

6. Baseando-se no exercicio 5, escreva a negacgao das seguintes frases:

(a) Se eu prestar vestibular, eu vou prestar para Medicina.

(b) Se eu fizer faculdade, eu vou cursar Matematica ou Fisica.

(c) Eu s6 vou comprar um carro novo se for promovido.

(d) Se chover ou fizer frio, eu vou ficar em casa ou vou para o cinema.

(e) Se fizer sol e nao houver trovoadas eu vou para o parque ou para a praia.
(f) Se chover, eu vou ficar em casa para estudar ou ler um livro.

(g) Se eu estudar fisica, eu nao vou estudar histéria, a menos que eu também
estude portugues.

(h) Eu nao ougo Beethoven quando leio Kafka, a menos que esteja chovendo
e eu esteja deprimido.
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(i) Eu sempre ougo Mozart ou Bach quando leio Agatha Christie, exceto
quando estou cansado.

(j) Eu sempre ougo misica quando leio um livro de ficgdo, mas nunca ougo
musica quando estou estudando, exceto, as vezes, quando eu estou
estudando matematica ou quando estudo fisica em um dia chuvoso.

7. Reescreva as férmulas do exercicio 5 na forma disjuntiva normal.

8. Para cada féormula abaixo encontre uma equivalente que seja tao simples
quanto possivel (poucos conectivos e baixo grau de complexidade).

(a) p— (¢—p)

(b) p— ((¢Vp) = —p)
(c) pVa)—(p—q)
(d) pA(gV(pA—aq))
(e) pVa)A(=pVa)

() p< ((PVaA—q)
9. Defina os demais conectivos usuais a partir de - e —

10. Considere um conectivo bindario o definido pela seguinte tabela-verdade:

pegq

OO»—*»—*’@‘
OHO)—‘Q‘

_— o O Ol o

(a) Defina o a partir dos conectivos usuais;

(b) Mostre que a partir de o é possivel definir qualquer conectivo.

11. Prove que nao é possivel definir o conectivo — a partir dos outros co-
nectivos da linguagem.
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12. Prove que a partir de = e <> nao é possivel definir o conectivo A.

Sugestao: Por inducao na complexidade das formulas construidas com
esses conectivos, mostre que toda tabela-verdade tem uma quantidade par
de linhas que assinalam a férmula como verdadeira.

13. Diga quais dos argumentos sao ou nao corretos. Identifique o uso das
falacias “afirmando o consequente” e "negando o antecedente”.

(a) Ouvir rock me déa dor-de-cabega. Quando estou com dor-de-cabeca nao
estudo. Hoje nao estudei. Portanto, ouvi rock.

(b) Ouvir rock me deixa alegre. Eu s6 estudo quando estou alegre. Hoje eu
ouvi rock. Portanto, vou estudar.

(c) Eu s6 fico tranquilo quando oug¢o musica cldssica. Eu nunca estudo
quando eu nao estou tranquilo. Hoje eu estudei. Logo, eu ouvi misica
classica.

14. Problema retirado de [28]:

Nenhum gato fantasiado de garca é antissocial.

Nenhum gato sem rabo brinca com gorilas.

Gatos com bigodes sempre se fantasiam de garca.

Nenhum gato sociavel tem garras rombudas.

Nenhum gato tem rabo a menos que tenha bigodes.
Portanto:

Nenhum gato com garras rombudas brinca com gorilas.
A dedugao € logicamente correta?
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Capitulo 3

Teoria intuitiva dos conjuntos

O estudo de légica de primeira ordem requer algum conhecimento elementar
de teoria dos conjuntos, que iremos prover neste capitulo. A abordagem é
ingénua — isto é, utiliza a linguagem natural e trata os conjuntos de modo
intuitivo, nao axiomatico — e pretende fixar notagoes e defini¢oes que o lei-
tor possivelmente ja conhece. A teoria axiomatica dos conjuntos sera vista
resumidamente no Apéndice A.

Ha uma circularidade — como descrevemos na Secao 1.3 — entre logica
de primeira ordem e da teoria dos conjuntos, uma vez que uma depende de
nocoes da outra em seu processo de formalizagao. Mesmo na logica propo-
sicional, vimos serem necessarias pelo menos nocoes intuitivas de aritmética
— incluindo indugao e recursdo — e de conjuntos (tratamos, por exemplo, va-
loragoes como fungoes). Por outro lado, fundamentar a teoria dos conjuntos
exige uma axiomatizagao que se baseia em logica.

Para sairmos deste circulo vicioso temos algumas opgoes. A primeira de-
las é desenvolver a teoria dos conjuntos com um minimo de conhecimento
de légica, trabalhando com os axiomas na metalinguagem — como ¢ feito em
[9] — para posteriormente formalizar a mesma teoria dos conjuntos usando a
logica. A segunda opcao € introduzir a logica usando apenas nogoes elemen-
tares e intuitivas de teoria dos conjuntos e, entao, com a légica formalizada,
construimos a teoria axioméatica dos conjuntos. A terceira op¢ao é introduzir
apenas a linguagem da légica de primeira ordem (e, eventualmente, o sistema
de axiomas) para desenvolvermos a teoria axiomatica dos conjuntos — como
em [17] — antes de definirmos a seméantica da légica de primeira ordem.

Optamos, neste livro, pela segunda opcao. Este capitulo é requisito para
o estudo de algebras de Boole e da semantica da légica de primeira ordem,

47
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temas do Apéndice B e Capitulos 5 e 7.

3.1 Nocgoes de conjuntos

Qualquer tentativa de definir conjuntos seria circular, pois usaria, inevitavel-
mente, algum termo que é quase sinonimo de conjunto, como agrupamento,
colecao ou reuniao. Assumimos que todos entendem a concepgao intuitiva de
conjuntos. Falaremos sobre algumas propriedades que caracterizam o con-
ceito matematico de conjuntos e fixaremos algumas notacgoes.

Nao tentaremos aqui explicar o que é conjunto, pois isso inevitavelmente
incorreria numa defini¢ao circular, em que utilizariamos algum termo sinénimo
de conjunto, como agrupamento, colecdo ou reuniao. Assumindo que essa
nocao intuitiva todos possuem, e na tentativa de definir implicitamente o
termo, enunciamos um dos axiomas da teoria de Zermelo e Fraenkel.

Axioma da extensao: Dois conjuntos sao iguais se, e so-
mente se, eles possuem os mesmos elementos.

Podemos inferir desse axioma que descrever todos os elementos de um
conjunto é suficiente para defini-lo. Por esse motivo, uma das formas comuns
de representar um conjunto ¢ escrevendo todos seus elementos entre chaves,
separados por virgulas, como no seguinte exemplo:

{1,2,3,5,8}

Os elementos do conjunto acima, sao, portanto, 1, 2, 3, 5 ¢ 8. O axioma
da extensao nos diz, ainda, que nao importa a ordem em que escrevemos os
elementos dos conjuntos, nem contamos as repeticoes. Vale, por exemplo, a
igualdade

{1,2,3,5,8} ={2,1,1,5,3,8},

pois todo elemento do conjunto a esquerda ¢ igual a algum elemento do
conjunto a direita, e vice-versa.

Quando um conjunto ¢é infinito, nao podemos escrever todos seus elemen-
tos. Uma solucao informal para esse caso é o uso da reticéncias para que o
leitor tente “adivinhar” quem sao os outros elementos dos conjuntos, como
na seguinte descricao do conjunto dos niimeros pares:

{0,2,4,6,...}
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Esse tipo de notacao é comum quando o contexto nao nos deixa duavida
sobre seu significado, mas estd longe de ser uma notagao rigorosa, por pos-
sibilitar ambiguidades. Em casos de conjuntos infinitos ou muito grandes
¢é preferivel utilizar outro método para representar conjuntos, que é descre-
vendo uma propriedade comum e exclusiva a todos os seus elementos, como
no proximo exemplo.

O conjunto de todos os numeros naturais que sao divisiveis
por 2

Na teoria axiomatica precisamos, através dos demais axiomas, justificar
a existéncia de cada conjunto que definimos. Na teoria ingénua, ou intuitiva,
definimos um conjunto simplesmente descrevendo seus elementos. Mas, con-
forme vimos na Secao 1.5, formalizar a teoria dos conjuntos desse modo —
como tentou Frege — gera o paradoxo de Russell, induzindo a contradicao.

Simbolo de pertinéncia: O simbolo € (leia-se “pertence”) é o simbolo
primitivo da teoria dos conjuntos. Se x é um elemento de um conjunto A,
escrevemos ¢ € A (leia-se “x pertence a A”). Se x ndo é um elemento de
A, escrevemos tal fato como = ¢ A (“x nao pertence a A”). Por exemplo,
1€{1,2,3,5,8}, mas 4 ¢ {1,2,3,5,8}.

O simbolo de pertinéncia nos leva a uma outra forma de representar
conjuntos. Se A é um conjunto e P(z) é uma propriedade sobre os elementos x
de A, escrevemos o conjunto dos elementos de A que satisfazem a propriedade
P como

{reA: Px)}

Por exemplo, o conjunto dos nimeros naturais menores que 5 pode ser
descrito como

{reN:z <5}

Um dos axiomas de Zermelo e Fraenkel — o axioma da separacao — garante
a existéncia de conjuntos dessa forma. Mas nao podemos esquecer de indicar
o dominio, isto é, um conjunto previamente fixado (na notagdo acima é o
conjunto A e no exemplo, N) do qual separamos os elementos com a propri-
edade desejada. Ou seja, ndo devemos escrever algo como {x : P(z)}, sem
especificar onde estd x, pois esse tipo de definicao — como concebia Frege
— permite o surgimento do paradoxo de Russell, levando o sistema a uma
contradicao.
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Conjuntos de conjuntos: Contrariando um erro comum difundido no en-
sino de matematica, o simbolo de pertinéncia pode ser usado entre conjuntos.
Afinal, os elementos de um conjunto podem, eles proprios, serem conjuntos.

Considere, por exemplo, {1}, {1,2} e {1,2,3}. Podemos definir A tendo
esses trés conjuntos como elementos. Isto é,

A={{1},{1,2},{1,2,3}}.

Nesse caso estd correto escrever {1} € A, como também é correto escrever
1 ¢ A. De fato, o nimero 1, em si, ndo estd na lista dos elementos de A, mas
o conjunto {1} — que ¢é diferente do nimero 1 — esta.

Conjunto vazio: Um conjunto que nao tem elementos é chamado de con-
Junto vazio e serd denotado por (). O axioma da extensao nos garante que o
conjunto vazio é Unico.

Simbolo de inclusao: Sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que A estd
contido em B —ou A é um subconjunto de B — se todo elemento de A pertence
a B.

Denotamos por A C B quando A estd contido em B. O simbolo C é
chamado de simbolo de inclusao de conjuntos.

Dizemos que A estd contido propriamente em B —ou A € um subconjunto
proprio de B —se A C B e A # B. Isto é, se todo elemento de A pertence a
B, mas existe pelo menos um elemento de B que nao pertence a A.

Com o simbolo de inclusao, podemos reescrever o axioma da extensao da
seguinte forma:

Afirmagao: Dois conjuntos A e B sao iguais se, e somente
se, ACBeBCA.

Facamos a negacao logica da frase que define a inclusao. Negar que “todo
elemento de A pertence a B” significa que “existe pelo menos um elemento
de A que nao pertence a B”. Isso nunca ocorre se A for o conjunto vazio, pois
este ultimo nao possui elemento algum. Concluimos, entao — pelo chamado
argumento de vacuidade — que o conjunto vazio estd contido em qualquer
conjunto.

Afirmacao: Para todo conjunto A temos () C A.
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Prestemos atencao na diferenca entre o significado da pertinéncia e da
inclusao, especialmente quando trabalhamos com conjuntos de conjuntos.
Um conjunto A pertence a um conjunto B se A é um dos elementos de B.
Por outro lado, A esta contido em B se todos elementos de B sao elementos
de A. Por exemplo, se A ={1,2} e B =1{1,2,3}, podemos dizer que A estd
contido em B, isto é,

{12} € {1.2,3},

pois os elementos de A sao 1 e 2, sendo que ambos também sao elementos de
B. Mas o préprio conjunto A nao é igual a 1, ou a 2, ou a 3. Logo

{1,2} ¢ {1,2,3}

Mas se tomarmos B como o conjunto {{1},{1,2},{1,2,3}}, o conjunto
A ={1,2} é um dos elementos do conjunto B. Ou seja,

{1,2} e {{1},{1,2},{1,2,3}}

Por outro lado, o niimero 1 pertence a A e nao pertence B. Logo, usando
¢ para a negac¢ao da inclusao, temos

{12} € {{1},{1,2},{1,2,3}}

Uniao, interseccao e subtracao de conjuntos: Dados dois conjuntos
A e B definimos a unido de A e B — que sera denotada por A U B — como
o conjunto de todos os elementos que pertencem a A ou pertencem a B.
Definimos a interseccao de A e B — que denotaremos por AN B — como o
conjunto de todos os elementos que pertencem a A e pertencem a B.

A subtracao de A e B serd denotada por A~ B e é o conjunto de todos
os elementos de A que nao pertencem a B.

As operagoes de unido, interseccao e subtracao de conjuntos correspondem
aos operadores de disjuncao, conjungao e negagao, respectivamente, da légica
proposicional, conforme foi explicado na Segao 2.4. As dlgebras de Boole
esclarecem de forma mais aprofundada a relagao entre os operadores 16gicos
e os operadores conjuntisticos.

Ainda ha duas notacgbes importantes que precisamos definir: a de uniao
e interseccao de uma familia de conjuntos. Se F é um conjunto, definimos a
uniao de F como

U]::{x:existeXe]:tal que x € X}
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e, se F # (0, definimos a intersecg¢io de F como
ﬂ}":{x:xEXparatodoXG}"}

O termo familia de conjuntos é redundante e tem propdsito didatico. Na
teoria axiomatica dos conjuntos, tudo é conjunto. Em particular, todos sao
familias de conjuntos.

Se tomarmos a familia de conjuntos como sendo o conjunto vazio, a uniao
é obviamente ele préprio. Mas se aplicarmos a definicao de interseccao de
familia de conjuntos ao vazio, veremos que qualquer conjunto se enquadra
como elemento dessa interseccao. Como nao existe conjunto de todos os
conjuntos (é uma consequéncia do paradoxo de Russell), tampouco existe in-
terseccao de uma familia vazia. Portanto, deixamos registrado que, enquanto
uniao de familia de conjuntos se aplica a qualquer conjunto, a interseccao se
aplica a todos menos o vazio.

A unidao de uma familia de conjuntos segue do axioma da unido, e a
interseccao é consequéncia do axioma da separacao, conforme esta mostrado
no Apéndice A.

Se, por um lado, a uniao de dois conjuntos representa a disjuncao, e a
interseccao, a conjuncao, por outro lado, observamos, pelas defini¢coes ante-
riores, que a uniao de uma familia de conjuntos representa o quantificador
existencial “existe” (veja Segao 4.1), e a intersecgao, o quantificador universal
“para todo”.

3.2 Relacoes

As definicoes de relacao e funcao serao utilizadas na semantica da logica de
primeira ordem e nas algebras de Boole. No Apéndice A formalizamos os
conceitos aqui apresentados a partir dos axiomas de teoria dos conjuntos.

Defini¢ao 3.1 (Produto cartesiano). Se A e B sao conjuntos, definimos o
produto cartesiano de A e B como o conjunto dos pares ordenados (z,y) tais
quer € Aey e B.

Relembramos o conceito de par ordenado. A proposi¢ao seguinte é um
teorema de ZFC, mas como, aqui, nao entramos no assunto da construgao do
par ordenado, nem na axiomaética de Zermelo e Fraenkel, podemos considera-
la como uma definicao implicita de par ordenado. Provaremos formalmente
a proposicao seguinte na Secao A.3.
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Proposicao 3.2 (Par ordenado). Dois pares ordenados (x,y) e (2/,y') sdo
iguais se, e somente se, z =2’ e y = /.

Notemos, nesse ponto, a diferenga entre par ordenado e par nao-ordenado.
Um conjunto é determinado unicamente pelos seus elementos. Isto é, dois
conjuntos sao iguais se, e somente se, eles tém os mesmos elementos. Nao
conta, portanto, nem a ordem ou repeti¢ao deles. Assim, os conjuntos {1, 2}
e {2, 1} sdo iguais, assim como os conjuntos {1,2,3} e {2,1,1,3}. Por outro
lado, quando utilizamos a notacao de par ordenado, estamos considerando a
ordem. Ou seja, o par (1,2) é diferente do par (2,1).

A definigao de par ordenado pode ser estendida a qualquer quantidade de
elementos, lembrando que, em sequéncias ordenadas, a ordem e a repeticao
dos elementos importam. Assim, se n é um nimero natural maior que 1,
definimos uma n-upla como uma sequéncia de n elementos, separados por
virgulas e delimitados por parénteses. Por exemplo, (1,3,2,1,4) é uma 5-
upla que é diferente da 4-upla (1,2, 3,4).

Com isso, podemos estender a definicao de produto cartesiano de n con-
juntos. A definicao abaixo é bastante comum, quando fazemos vérios produ-
tos cartesianos do mesmo conjunto.

Definigao 3.3. Sejam n > 1 um numero natural e A um conjunto. Deno-
tamos por A™ o conjunto das n-uplas de elementos de A.

Agora podemos definir relagao. As mais utilizadas sao as relagoes binarias,
que discutiremos daqui a pouco.

Definigao 3.4 (Relagao). Uma relagcdo entre dois conjuntos A e B é um
subconjunto de A x B. Uma rela¢do n-aria em A é um subconjunto de A”".
Uma relagao bindria é uma relagao 2-aria.

Um exemplo de relagao binaria em N: o conjunto R formado por todos
os pares (z,y) pertencentes a N? tais que y ¢ divisivel por .
Adotaremos algumas notagoes.

Notagao: Se R ¢ uma relagao bindria em um conjunto X,
denotamos (z,y) € R por zRy.

Se R é uma relacao n-aria em um conjunto X, denotamos
(1,...,2n) € R por R(x1,...,2,).
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No exemplo da relagao de divisibilidade, em vez da letra R costuma-se
usar o simbolo |, de modo que x|y significa “y é divisivel por z”. Os simbolos
de desigualdade < e < sao exemplos conhecidos dessa notagao. Nao é comum
escrevermos (z,y) €<, quando x é menor do que y, mas, sim, x < y.

3.3 Funcoes

Dedicamos esta secao a um tipo especial de relagao:

Definig¢ao 3.5 (Fun¢ao). Uma func¢do de A em B é uma relagao f C Ax B
tal que, para cada x € A, existe um unico y € B tal que (z,y) € f.
Se x € A, denotamos por f(z) o tinico elemento y de B tal que (z,y) € f.
Dizemos que A é o dominio da funcao f. O conjunto {f(z) : x € B} é
chamado de imagem de f.

Nao entraremos aqui na definicao de contra-dominio da fungao porque
essa exige uma discussao mais aprofundada, uma vez que, pela definicao
aqui feita de funcdo, nao é possivel “recuperar” o conjunto B (que seria o
contra-dominio de f).

Definigao 3.6. Uma funcao f é dita injetora se f(x) # f(y), sempre que
x # y. Dizemos que f é sobrejetora em relagdo a B se B é a imagem de f.
Uma bijecao — ou funcdao bijetora — de A em B é uma funcao injetora que
possui dominio A e imagem B.

Com isso introduzimos o conceito de conjuntos equipotentes.

Definicao 3.7. Dizemos que um conjunto A é equipotente a um conjunto B
se existe uma bijecao de A em B. Dizemos que um conjunto A é enumerdvel
se é equipotente a N.

Usando a defini¢ao seguinte veremos que, se A é equipotente a B, entao B
é equipotente a A. Com isso, costumamos dizer que A e B sao equipotentes
quando A é equipotente a B ou, equivalentemente, B é equipotente a A.

Definicao 3.8. Se f é uma funcao de dominio A e imagem B, e g é uma
funcao de dominio B e imagem C, definimos a composicao de f em g —
denotada por go f — o conjunto dos pares (a, ¢) tais que existe b € B tal que

(a,b) € fe(bc)eg.
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Se f é uma funcao bijetora de A em B, definimos a funcdo inversa de f
como o conjunto dos pares (b, a) tais que (a,b) € f. Denotamos tal fungao

por fL.

Na definicao acima falta mostrar que a composicao de fungoes e a in-
versa de uma funcao bijetora sao, de fato, fungoes. Deixamos ao leitor essa
demonstracao. Também deixamos como exercicio ao leitor, no final deste
capitulo, mostrar que a inversa de uma fungao bijetora é bijetora, de onde
segue que, se A é equipotente a B, entao B é equipotente a A.

Quando o dominio de uma funcao ¢ o conjunto dos nimeros naturais,
chamamos tal funcao de sequéncia, e introduzimos uma notagao especifica
para ela.

Definicao 3.9. Uma sequéncia é uma funcao cujo dominio é o conjunto dos
nimeros naturais ou um subconjunto dele. Se S C N e f é uma fungao de
dominio S, podemos escrevemos f na forma (z,)nes, onde f(n) = z,.

Agora falamos sobre outro tipo especial de funcao, também utilizado no
estudo de algebras de Boole e de légica de primeira ordem.

Defini¢ao 3.10 (Operacao). Uma operagao n-dria em um conjunto A é uma
funcao de A™ em A.

Se I é uma operacao n-aria, denotamos F'((xy,...,x,)) por F(xy,...,2,).
Se n = 2, chamamos tal operagao de bindria, e denotamos F'(x,y) por xFy.

Temos, como exemplo, as operagoes de soma e multiplicacao no conjunto
N (o conjunto dos nimeros naturais). E como bem sabemos, costumamos
escrever = + y em vez de +(z,y) ou +((z,y)).

Notemos que uma operacao n-aria em A pode ser vista como um tipo
especial de relagao (n + 1)-dria.

3.4 Relacoes de ordem

Voltemos a falar de relacoes binarias, definindo mais dois tipos importantes
de relagoes.

Definigao 3.11 (Ordem). Uma ordem em um conjunto X é uma relagao
binaria R em X que satisfaz as seguintes propriedades, para todos z,y, z € X:

e Reflexividade: zRux;
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e Anti-simetria: se xRy e yRx entao x = y;
e Transitividade: se xRy e yRz entao xRz.

Costuma-se uma relagao de ordem por <. Ou por < quando nos referimos
a uma ordem estrita, em que trocamos a reflexividade pela anti-reflezividade
(xRx ¢é falso para todo z) e anti-simetria pela assimetria (xRy implica nao
valer yRx).

Observem que, pela definicao, nao necessariamente todo par de elementos
¢ comparavel. Isto é, podem existir dois elementos z e y em X tais que nao
vale nem r < y nem y < x. Alguns livros chamam essa definicao de ordem
de ordem parcial. Quando x < y ou y < x, para todos x,y € X, dizemos < é
uma ordem linear, também chamada de ordem total. A relacdo de ordem no
conjunto dos niimeros reais ¢ uma ordem linear. A relacao de inclusao, numa
familia de conjuntos, é uma relagdo de ordem. Na maioria das vezes (pois
depende do dominio que tomamos), a inclusao é uma ordem parcial que nao
¢ linear.

3.5 Relacoes de equivaléncia

A proxima definicao é semelhante a da ordem — exceto pelo fato de trocarmos
anti-simetria por simetria — mas apresenta caracteristicas matematicas bem
diferentes.

Defini¢ao 3.12 (Relagao de equivaléncia). Dizemos que uma relacdo R C
X x X é uma relagao de equivaléncia em X se satisfaz as seguintes proprie-
dades, para todos z,y, 2z € X:

e Reflexividade: zRx;
e Simetria: se xRy entao yRx;
e Transitividade: se xRy e yRz entao xRz.

Definigao 3.13 (Classes de equivaléncia). Sejam X um conjunto e R uma
relacao de equivaléncia em X. Para cada x € X definimos

[2]r = {y € R: xRy},
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também chamado de classe de equivaléncia de x. Definimos
X/R=A{[z]p:z € X}

o conjunto das classes de equivaléncia em X, que também é chamado de
quociente de X pela relagao R.

As classes de equivaléncia dividem o conjunto X em “grupos disjuntos”,
do mesmo modo como uma escola divide seus alunos em classes, de modo
que todos alunos pertencem a alguma classe e nenhum aluno pertence a duas
classes diferentes. Essa definicao de classes poderia ser usada para qualquer
tipo de relacao, mas precisamos das propriedades de simetria, reflexividade
e transitividade para que a divisao em classes tenha essa propriedade de
“particionar” o conjunto em classes disjuntas, conforme mostra o proximo
teorema.

Teorema 3.14. Seja R uma relagdo de equivaléncia em um conjunto X. As
sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

(a) UX/R) = X;
(b) 0 ¢ X/R;
(c) Para todosY,Z € X/R, seY # Z entaoY N Z = (;

(d) Sex €Y eY € X/R, para todo y € X temos que xRy se, e somente
se, y €Y.

Demonstragao: Usaremos a notagao [x] para o conjunto {y € X : zRy}.

Dado z € X, temos que z € [z], uma vez que, pela propriedade reflexiva,
xRx. Isso prova (a) e (b).

Para provarmos (c), assumimos que Y e Z sao dois elementos de X/R que
nao sao disjuntos e mostraremos que Y = Z. Sejam x € Y N Z e yp,20 € X
tais que Y = [yo] e Z = [20]. Dado y € Y, temos, por defini¢ao, que yoRy.
Logo, pela simetria, y Ryy. Mas como x € Y, temos yoRx. Pela transitividade
temos yRx. Mas, como x € Z, temos zgRx e, pela simetria, zRzy. Logo,
a transitividade nos da yRzy e, novamente pela simetria, zoRy, o que prova
que y € Z. Isso conclui que ¥ C Z e um argumento analogo mostra que
Z CY, provando que Y = Z.

Mostremos a parte (d). Se Y € X/R, existe yp € X tal que Y = [yo].
Como z € Y, temos que ygRx e, portanto, xRyy. Se yRx, por transitividade
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e simetria temos y Ry e yoRy. Logo, y € Y. Por outro lado, se y € Y, temos
Yo Ry e, portanto, xRy, concluindo a prova do teorema. |

Exercicios

1. Usando o axioma da extensao, prove que () e {(} sdo conjuntos diferentes.

2. Para cada par de conjuntos abaixo, decida qual(is) dos simbolos € e C
tornam a formula verdadeira. Lembre-se que a resposta também pode ser
ambos os simbolos ou nenhum deles. Justifique cada resposta.

(a) {0}...{0,{0}}

(b) {0} ... {{0}}

(c) {1,237 ... {{1}, {2}, {3}}

(d) {1,2,3}...{{1},{1,2},{1,2,3}}
(e) {1,2}...{1,{1},2,{2}, {3}}

() {1}, {23} ... {{1,.2}}

3. Seja x o conjunto {0, {0}, 0, {0,{0}}}

(a) Quantos elementos tem o conjunto x?
(b) Descreva todos os subconjuntos de .

(c) Descreva, utilizando chaves e virgula, o conjunto de todos os subconjun-
tos de x.

(d) Quantos elementos o conjunto dos subconjuntos de = possui?
4. Prove que x C x, para todo .
5. Prove que x € y se, e somente se, {z} C y.

6. Prove que a inversa de uma funcao bijetora é uma funcao bijetora, e a
composicao de fungoes bijetoras é bijetora.
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7. Seja X um conjunto e sejam xgy e yy dois elementos distintos de X.
Considere a seguinte relacao em X:

R={(x,y) € X x X : 2 =y} U{(x0,90), (Y0, %0)}

(a) Prove que R é uma relacao de equivaléncia em X.

(b) Descreva os elementos de X/R.

8. Considere C' um conjunto nao-vazio de conjuntos nao-vazios tal que, para
todos = e y pertencentes a C, se © # y entao x Ny = 0. Seja X = |JC.
Defina uma relagao R como o conjunto dos pares (x,y) € X? para os quais
existe z € C'tal que z € z e y € 2.

(a) Prove que R é uma relac¢ao de equivaléncia em X.
(b) Mostre que C = X/R.

(c) Prove que duas relagoes de equivaléncia diferentes possuem classes de
equivaléncias diferentes.

9. Como fica uma relacao de equivaléncia sobre ()7 Ela satisfaz o Teo-
rema 3.147

10. Seja F uma familia nao-vazia de conjuntos e considere a relacao R
formada pelo conjunto dos pares ordenados (A, B) em F? tais que A é equi-
potente a B. Mostre que R é uma relacao de equivaléncia.
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Capitulo 4

Loégica de primeira ordem —
linguagem

A légica de primeira ordem apresenta algumas vantagens que justificam ser
ela o principal objeto de estudo deste livro e da maioria dos cursos avangados
de légica: é intuitiva, mantendo uma boa proximidade da linguagem natural,
é expressiva o suficiente para formalizar toda a matemadtica e possui algu-
mas propriedades bastante importantes, como os teoremas da completude,
compacidade e Loweinheim-Skolem, que serao mostrados no Capitulo 7.

Conforme explicado na Secao 1.4, a légica de primeira ordem se divide
em trés partes: a linguagem, que trata dos simbolos utilizados e da regra de
formacao de féormulas, a semantica, que interpreta a linguagem, dando-lhe
um significado, e a axiomatizacao, ou sistema de axiomas, que dita as regras
para demonstracoes de teoremas.

Diferentemente da légica proposicional, a linguagem da logica de primeira
ordem nao é inica. Ha alguns simbolos comuns a todas as linguagens e outros
especificos. Por exemplo, na teoria dos conjuntos utilizamos o simbolo €,
enquanto na aritmética usamos os simbolos +, -, 0 e 1. Por isso, quando
tratamos de logica de primeira ordem, precisamos estabelecer a linguagem a
qual estamos nos referindo.

Numa linguagem da légica de primeira ordem — que também costuma-
mos chamar de linguagem de primeira ordem — destacaremos os seguintes
aspectos: o alfabeto (os simbolos utilizados), os termos (sequéncias finitas de
simbolos que representam individuos do universo a que se refere a linguagem)
e as férmulas (sequéncias finitas de simbolos que representam assergoes sobre
os individuos).

61
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Neste livro trataremos apenas de linguagens finitarias e enumeraveis. Isto
é, as férmulas sao formadas por uma quantidade finita de simbolos e a quan-
tidade de simbolos é enumeravel (consequentemente, existe uma quantidade
enumeravel de férmulas). As linguagens nao-enumeraveis tém importancia
tedrica, mas apresentam pouca utilidade pratica para a formalizacao da ma-
tematica, pois nao nos permite representar graficamente cada simbolo, de
maneira unicamente determinada.

4.1 O alfabeto

O alfabeto de uma linguagem de primeira ordem é constituido pelos seguintes
simbolos:

Variaveis: representadas pelas letras mintsculas: x,y, z, . ... Eventualmente,
sao indexadas pelos niimeros naturais: xy, rs, s, .. ..

Conectivos: — (negagao — “nao”), — (condicional — “se...entao”), A (con-
(192

juncao — “e”), V (disjuncao — “ou”), «<» (bicondicional — “se, e somente
Se??)

Quantificadores: V (quantificador universal — “para todo”), 3 (quantifica-
dor existencial — “existe”).

Delimitadores: s@o os parénteses esquerdo e direito: (e ), e a virgula: ,.
Simbolo de igualdade: =

Simbolos relacionais: Para cada nimero natural n hd uma lista (eventual-
mente vazia) de simbolos relacionais n-arios, geralmente representados
por letras maitisculas e que podem ser indexadas pelos niimeros natu-
rais.

Simbolos funcionais: Para cada nimero natural n hd uma lista (eventual-
mente vazia) de simbolos funcionais n-arios, geralmente representados
por letras maitsculas e que podem ser indexadas pelos nimeros natu-
rais.

Constantes: Uma lista (pode ser vazia) de simbolos. Geralmente usamos
as letras mintsculas do inicio do alfabeto (a,b,c,...), eventualmente
indexadas com numeros naturais (ai, az, .. .).
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Enquanto os demais simbolos sao comuns a qualquer linguagem de pri-
meira ordem, os simbolos relacionais e funcionais e as constantes sao es-
pecificos da linguagem que estamos trabalhando. Fixaremos duas linguagens
como exemplo: a linguagem N tratard dos conjuntos numéricos (o universo
sao0 os numeros), e a linguagem P tratard das relagoes familiares (o universo
SA0 as pessoas).

Embora trataremos posteriormente da semantica, ja podemos antecipar
algumas ideias para que o leitor consiga acompanhar intuitivamente a cons-
trugao da linguagem. Para interpretar as féormulas, precisamos estabelecer
um conjunto-universo, também chamado de dominio. Os simbolos funcio-
nais n-arios correspondem a operacoes n-arias no universo. Os simbolos re-
lacionais n-arios serao interpretados como relacoes n-arias sobre o universo.
As constantes serao elementos do universo. Um modelo para a linguagem
serd formado por um conjunto ndo-vazio (chamado de dominio ou universo),
uma operacao n-aria para cada simbolo funcional n-ario da linguagem, uma
relacao n-aria para cada simbolo relacional n-ario e um elemento do dominio
para cada constante da linguagem.

Na linguagem dos nimeros temos dois simbolos funcionais binérios (4 e
-), duas constantes (0 e 1) e um simbolo relacional bindrio (<). Um modelo
para a linguagem poderd ser um dos conjuntos numéricos que conhecemos
— os naturais, os inteiros, os racionais, os reais ou os complexos — com as
operacoes usuais. Mas, como podemos ver no Apéndice B, pode ser, também,
uma algebra de Boole.

Na linguagem P das pessoas podemos estabelecer os simbolos funcio-
nais undrios PAI, MAE, os simbolos relacionais undrios HOMEM, MULHER,
o simbolo relacional bindrio IRMAOS e as constantes JOAO e MARIA.

4.2 Termos

Lembremos um pouco da gramatica da lingua portuguesa. Uma frase é for-
mada por uma ou mais oracoes. Para formarmos uma oracao precisamos
de um verbo que relaciona o sujeito e o objeto da oracao. Esses podem ser
substantivos ou expressoes que substituem, ou complementam, substantivos.
Quando alguém escreve, por exemplo, “o cachorro do primo de José mordeu
o nariz do sobrinho do meu vizinho” | temos, nessa ora¢ao, um verbo (“mor-
deu”), que corresponde a um simbolo relacional, um sujeito (“o cachorro do
primo de José”) e um objeto (“o nariz do sobrinho do meu vizinho”). Esses
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correspondem aos termos de uma linguagem de primeira ordem. Notemos
que, enquanto a oracao se refere a um fato (passivel de ser julgada como falso
ou verdadeiro), o sujeito e objeto se referem a seres do universo. Notemos,
também, que cada uma dessas expressoes ¢ centrada em uma palavra. O
sujeito da oracao é centrada no nome proprio “José”, que corresponde a uma
constante na linguagem logica. As expressoes “primo de” e “cachorro do” cor-
respondem a simbolos funcionais, que associam um objeto a outro, na frase.
O pronome “meu” torna implicito o pronome “eu”, no objeto da oragao, que
corresponde a uma variavel da linguagem, pois, apenas lendo a frase, nao
podemos saber a quem se refere pronomes como “eu”, “ele” ou “ela”. In-
terpretar a frase dependera do contexto, que, quando virmos a semantica da
logica da primeira ordem, correspondera a valorag¢ao das variaveis.

Assim, os termos sao formados por aplicacoes sucessivas de simbolos fun-
cionais sobre as variaveis e constantes. Formalmente, sao sequéncias finitas
de simbolos do alfabeto que seguem as seguintes regras:

1. As variaveis sao termos;
2. As constantes sao termos;

3. Se ty,...,t, sao termos e F' é um simbolo funcional n-ario, entao
F(ty,...,t,) é um termo;

4. Todos os termos tém uma das formas acima.

Como veremos nas abreviaturas, simbolos funcionais bindrios costumam,
na pratica, seguir uma sintaxe diferente. Escrevemos (t1F't3) no lugar de
F(t1,t3). Por exemplo, escrevemos (z + y) em vez de +(z,y).

Exemplos de termos na linguagem N: (0+z), 1+ (y-(0+1)). Exemplos
de termos na linguagem P: PAI(JOAO), PAI(MAE(MARIA)), MAE(z).

Continuando a comparagcao entre l6gica de primeira ordem e gramética da
linguagem natural, os termos mais simples — que sao as varidaveis e constantes
— correspondem aos sujeitos e objetos constituidos por uma tunica palavra.
Assim, as constantes representam os substantivos (ou melhor ainda, os subs-
tantivos préprios), pois indicam objetos (ou pessoas, ou seres de qualquer
espécie, dependendo de qual é o dominio da linguagem) bem definidos. As
variaveis podem ser comparadas aos pronomes, que representam objetos in-
definidos (ele, ela, alguém, isto, aquilo).
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4.3 Formulas

Férmulas sao sequéncias finitas de simbolos do alfabeto que seguem as se-
guintes regras:

1. Se t e s sao termos, (t = s) é uma férmula;

2. Sety,...,t, sdo termos e R é um simbolo relacional n-drio, R(t1, ..., t,)
¢ uma formula;

3. Se A e B sao férmulas, (-A), (A — B), (AAB), (AV B) e (A<« B)

sao férmulas;
4. Se A é férmula e x é uma variavel, entdo (VxA) e (rA) sdo férmulas;

5. Todas as férmulas tém uma das formas acima.

Como acontece com os termos, a sintaxe dos simbolos relacionais bindrios
também pode seguir uma regra diferente: se t; e ty sao termos e R é um
simbolo relacional binério, escrevemos (t;Rts) no lugar de R(ti,t3). Por
exemplo, escrevemos x < y em vez de < (z,y).

Fazendo novamente a analogia entre logica de primeira ordem e gramatica
da lingua portuguesa, as férmulas correspondem as frases, que fazem al-
guma assercao (verdadeira ou nao) a respeito dos elementos do universo. Os
simbolos relacionais e o simbolo de igualdade correspondem aos verbos (ou
as locugoes verbais) e as formulas atomicas sao as oragoes. Por exemplo,
a frase o pai de Jodo € irmao da mae de Maria pode ser representado, na
linguagem P, pela féormula IRMAOS (PA1(JOAO),MAE(MARIA)).

Se quisermos dizer que “todas as pessoas possuem alguma irma” (inde-
pendente disso ser verdade ou ndo) podemos escrever

Vo (Jy(IRMAOS(x, y) AMULHER(y))).

Exercicio: tente “axiomatizar” a linguagem P. Ou seja, escreva o maior
nimero possivel de féormulas que sao verdadeiras nessa linguagem, exceto
aquelas que sdo consequéncias do que voceé ja escreveu (nao explicamos ainda
o que significa ser verdadeiro nem ser consequéncia, mas trabalhemos intui-
tivamente).



66 CAPITULO 4. LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM — LINGUAGEM

Na linguagem dos ntumeros, os “verbos” sao < e =. Um exemplo de
férmula: < (y 4+ 1). Se queremos dizer que nao existe raiz de 2, podemos
escrever

Vo(=((z-z) = (1+1)))

As férmulas dos tipos 1 e 2 da definicao de formulas sao as unicas que
nao possuem conectivo proposicional nem quantificador, e sao chamadas de
formulas atomicas.

4.4 Omissao de parénteses

Como acontece com a logica proposicional, omitimos o excesso de parénteses
quando a auséncia deles nao prejudica a compreensao da formula nem causa
ambiguidades. Segue abaixo algumas regras que utilizamos para omitir
paréntes:

e Omitimos os parénteses externos de uma féormula, recolocando quando
a usamos para compor outras formulas. Por exemplo, escrevemos AA B
no lugar de (AA B), mas recolocamos os parénteses quando escrevemos,
por exemplo, Vz(A A B).

e Fm sequeéencias de conjuncgoes e em sequéencias de disjuncoes, omitimos
o uso sucessivo de parénteses. Isto é, escrevemos A A B A C' no lugar
de (ANB)AC oude AN (BAC), o mesmo valendo para o conectivo
V.

e Eventualmente, quando nao houver riscos de mas interpretacoes, omi-
timos os parénteses externos em subférmulas do tipo Vz A, 3z A e —A.
Por exemplo, escrevemos —Vx3yA, em vez de —(Va(JyA)).

H4 uma notacao alternativa que dispensa o uso de parénteses e das
virgulas sem causar ambiguidade. Trata-se da notacao prefixada, em que os
simbolos — mesmo os conectivos binarios — sao colocados sempre a frente dos
seus parémetros. Nessa notacao adotamos as seguintes regras: se ty,...,t,
sao termos e I’ é um simbolo funcional n-ario, F't;...t, é um termo; se
t1,...,t, sao termos e R é um simbolo relacional n-ario, Rt;...t, é uma
formula; se t e s sdo termos, = st é um termo; se A e B sao formulas e x é
uma variavel, 4z A, Vo A, -A, NAB, VAB, — AB e <+ AB sao férmulas.
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Apesar dessa notagao apresentar grandes vantagens tedricas pela auséncia
de delimitadores, a compreensao de féormulas torna-se bem menos intuitiva.
Se tomarmos, por exemplo, a férmula “Nao existe raiz de 2” — Vo—(z -z =
1+ 1) —, na notagao prefixada seria

Ve— = xx + 11

4.5 Abreviaturas

Assim como fizemos na logica proposicional, podemos incluir novos simbolos
na linguagem da logica de primeira ordem, enxergando-os como abreviatu-
ras da linguagem que ja conhecemos, ou podemos reduzir a quantidade de
simbolos primitivos e definir os demais a partir desses.

Por exemplo, na linguagem P, podemos definir uma relagao binaria que
signifique “z € tio de y”. Assim, se t e s sao termos, definimos a relagao
T10(t, s) como

HoMEM(t) A (IRMAOS(t,PA1(s))VIRMAOS (¢,MAE(s)))

Na linguagem N podemos adicionar um simbolo relacional bindrio < de
modo que t < s seja abreviatura de (—=(t = s)) A (t < s5)).

Algumas abreviaturas sao comuns a todas as linguagens de primeira or-
dem. Listamos abaixo algumas delas:

e Diferente: t # s é abreviatura de —=(t = s);

e Nao existe: ArA é abreviatura de —3zA;

Existem outras abreviaturas, como “existe um tnico”, que, para definir-
mos, precisamos antes falar sobre substituicao de variaveis.

Podemos reduzir a quantidade de simbolos do alfabeto basico, redefi-
nindo uns a partir de outros. Por exemplo, dizer que “existe x que satisfaca
uma propriedade P” é o mesmo que dizer que “nao ¢é verdade que todo x
nao satisfaz a propriedade P”. Dessa forma, podemos eliminar o quantifica-
dor existencial e defini-lo a partir do quantificador universal. Os conectivos
proposicionais sao redefinidos assim com fizemos na logica proposicional. Es-
colheremos redefinir todos os conectivos e quantificadores a partir de V, — e
A, mas isso pode ser mudado conforme a necessidade.
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e AV B é abreviatura de =((—A) A (=B));
e A — B é abreviatura de (—A) V B;
e A< B é abreviatura de (A — B) A (B — A);

e Jz A é abreviatura de —Vz—A.

Também trataremos a notacao (tF's) como uma abreviatura de F'(t,s),
quando F' é um simbolo funcional binério, e (¢Rs) como abreviatura de R(¢, s)
quando R é um simbolo relacional binario.

Para resultados tedricos, metamatematicos — isto é, resultados matematicos
sobre a légica de primeira ordem — é vantajoso possuirmos o minimo possivel
de simbolos. Mas, para expressarmos de maneira clara e sucinta tudo que
queremos, quanto mais simbolos, melhor. Tratando alguns simbolos como
abreviaturas a partir de outros, usufruimos de ambos os beneficios.

4.6 Unicidade da representacao de termos e
formulas

Usando as abreviaturas da secao anterior — isto é, nao iremos considerar 4,
V, —, <> como simbolos primitivos da linguagem — vamos aqui explicar em
detalhes como o uso de parénteses evita ambiguidades da linguagem.

Teorema 4.1 (Unicidade da representacao dos termos). Se t é um termo de
uma linguagem L, entao uma, e apenas uma, das asser¢oes abairo é verda-
deira:

e 1 ¢ uma varidvel;
e t ¢ uma constante;

e ¢ € da forma F(ty,...,t,), ondety,..., t, sio termos e F' é um simbolo
funcional n-drio.

Além disso, se t é da forma F(ty,...,t,) e, ao mesmo tempo, é da forma
G(S1,---,8m), entao temos o sequinte:

e n=m;
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e [' e G sao o mesmo simbolo funcional;

e t;, € 0 mesmo termo que s;, para todo i < n.

Na notacao acima, chamamos atencao ao uso das metavaridveis. Por
exemplo, ' e G estao sendo usadas como variaveis na metalinguagem para
representar simbolos funcionais genéricos.

Para entender melhor a unicidade de representagao, suponhamos que nao
utilizassemos os delimitadores nem a notagao pré-fixada ou pos-fixada. Pelas
regras de formacao (eliminando os parénteses) 0 + = - 1 é um termo da lin-
guagem N. Porém, podemos entender esse termo de duas maneiras: é uma
sequéncia de simbolos da forma t+s, onde ¢ é o termo 0 e s é 0 termo x - 1;
ou é uma sequéncia da forma t - s, onde t é o termo 0+ x e s é o termo 1.
Essa ambiguidade poderia trazer graves consequéncias a toda a estrutura da
linguagem e a definicao da semantica.

Agora vamos falar da unicidade da representacao das formulas.

Teorema 4.2 (Unicidade da representacao das féormulas). Seja A uma formula
de uma linguagem L. Entao A satisfaz uma, e apenas uma, das condi¢oes
abaizo.

e A € da forma —~B, onde B é uma formula;

e A ¢ da forma BAC, onde B e C sao formulas;

e A ¢ da formaVxB, onde B € uma formula e x uma varidvel.
Além disso, valem as sequintes afirmacoes:

e Se A é da forma —B e da forma —B’, onde B e B’ sao férmulas, entdao
B e B' sao a mesma férmula;

e Se A € da forma BN C e da forma B'ANC', onde B, B', C e C' sao
formulas, entao B e B' sao a mesma formula e C e C' sao a mesma
formula;

e Se A ¢ da formaNuB e da formaNvB’', onde B e B' sao formulas e u
e v sdo varidveis, entao B e B’ sdo a mesma férmula e u e v a mesma
varidvel.
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Mais uma vez precisamos falar sobre a diferenca entre linguagem e me-
talinguagem, para explicar satisfatoriamente o enunciado acima. Quando
escrevemos “para toda varidvel u”, a expressao para toda corresponde ao
quantificador universal escrito na lingua portuguesa, e pertence a metalin-
guagem. Ou seja, a linguagem usada para explicar a linguagem de primeira
ordem. Da mesma forma, a letra u esta sendo usada na linguagem natural
para representar genericamente uma variavel qualquer da linguagem de pri-
meira ordem. Portanto, u é uma varidvel da metalinguagem, a qual também
chamamos de metavaridvel.

Esse tipo de sutileza entre linguagem e metalinguagem nao deve passar
despercebido pelo leitor. O uso de metavaridveis sera muito frequente nos
capitulos que se seguem, e muitas vezes usaremos a mesma letra x para
representar variaveis e metavariaveis. O contexto dird quando se trata de uma
variavel ou de uma metavariavel. Se estiver quantificado na metalinguagem,
¢ uma metavariavel.

4.7 Inducao na complexidade de termos e férmulas

Novamente, usando as abreviaturas, para efeitos tedricos consideraremos que
uma linguagem de primeira ordem possui os seguintes simbolos do alfabeto:
as variaveis, os parénteses, a virgula, o simbolo de igualdade, o quantificador
V, os conectivos A e —, e os simbolos especificos da linguagem (simbolos
funcionais, simbolos relacionais e constantes). O quantificador existencial
e os conectivos —, V e <> serao tratados como abreviaturas, e nao como
simbolos primitivos.

Os seguintes teoremas seguem dos itens 4 e 5 das regras de formagao de
termos e férmulas, respectivamente.

Teorema 4.3 (Inducao na complexidade do termo). Seja I' um conjunto de
termos de uma linguagem de primeira ordem L e suponha que

e todas as varidveis pertencem a I';
e todas as constantes da linguagem L pertencem a I';

e sety,..., t, pertencem a I' e F' € um simbolo funcional n-drio da lin-
guagem L, entao F(tq,...,t,) pertence a T

Entao I' € o conjunto de todos os termos da linguagem.



4.7. INDUCAO NA COMPLEXIDADE DE TERMOS E FORMULAS 71

Uma propriedade referente aos termos da linguagem pode ser identifi-
cado com o conjunto dos termos que satisfazem essa propriedade. Assim, o
Teorema 4.3 pode ser reformulado da seguinte forma: se uma propriedade
vale para as variaveis e constantes e, valendo para os termos tq,...t,, vale
também para o termo F(ty,...,t,), onde F' é um simbolo funcional n-ario,
entao essa propriedade vale para todos os termos.

Teorema 4.4 (Inducdo na complexidade da férmula). Seja I' um conjunto
de formulas de uma linguagem de primeira ordem L e suponha que

e as formulas atomicas de L pertencem a I';

e se A pertence a I' entao ~A pertence a I';

e se A e B pertencem a I" entao AN\ B pertence a T';

o se A pertence a I' e x € uma varidvel, entdo YxA pertence a I
Entao I' € o conjunto de todas as formulas da linguagem.

O principio de indugao na complexidade dos termos e férmulas permite

que o conceito de grau de complexidade de termos e féormulas esteja bem
definido.

Definigao 4.5 (Grau de complexidade de termos). Definimos o grau de
complexidade de um termo t do sequinte modo:
Se t € uma varidvel ou constante, entao t tem grau de complexidade 0;

Set éda forma F(ty,... ty), onde F € um simbolo funcional m-drio, entao t
tem grau de complexidade n+1, onden é o mdzimo dos graus de complezxidade
de tl, c ,tm.

Definigao 4.6 (Grau de complexidade de férmulas). Definimos o grau de
complexidade de uma formula A do sequinte modo:
Se A € uma formula atomica, A tem grau de complexidade 0;

Se A € da forma ~B ouVxB, entio A tem complexidade n+ 1, onde n € a
complexidade de B.

Se A € da forma BAC, entdo A tem complexidade n+ 1, onden é o mdximo
entre a complexidade de B e de C.
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Cabem aqui algumas observacoes importantes. Primeiro, essas defini¢oes
nao estao devidamente formalizadas. A rigor, teriamos que usar uma forma
do Teorema da Recursao, como feito no Apéndice A. Mas podemos expli-
car melhor as defini¢coes acima do seguinte modo: admitamos, a principio,
a possibilidade de uma mesma férmula (ou termo) possuir varios graus de
complexidade ao mesmo tempo, ou nenhum. Depois provamos, por inducao
na complexidade da férmula (ou termo), que todas as férmulas (e termos)
possuem um unico grau de complexidade. Também é necessario usar a uni-
cidade da representacao, para mostrarmos que o grau de complexidade esta
unicamente determinado. Deixamos os detalhes ao leitor.

Segunda observacao: essa definicao de grau de complexidade considera
como quantificador primitivo apenas o V, e como conectivos primitivos ape-
nas - e A. Eventualmente, convém mudarmos essa definicao conforme a
aplicagao que queremos. Podemos considerar, por exemplo, 4 e V como
simbolos primitivos, no lugar de V e A.

Por 1ltimo, lembramos que, a rigor, inducdao na complexidade da formula
(ou termo) é diferente de indug¢do no grau da compleridade da formula. A
primeira usa diretamente os Teoremas 4.3 e 4.4. A segunda usa o principio de
indugao finita, para nimeros naturais, e o fato de que o grau de complexidade
estd bem definido.

4.8 Subtermos e subformulas

A definicao de subtermos e de subférmulas é semelhante a definicao de
subférmulas na logica proposicional. Notemos que essas defini¢oes sao re-
cursivas, e para formaliza-las melhor é necessario o uso da indugao na com-
plexidade de termos e formulas.

Definicao 4.7 (Subtermos). Seja ¢t um termo. Definimos os subtermos de t
da seguinte forma:

e Se t é uma variavel ou uma constante, entao ¢ nao possui subtermos;
e Se t é da forma F(ty,...,t,), entdo os subtermos de ¢ sao ti,...,t, e

os subtermos de tq,...,%,.

Definigao 4.8 (Subférmulas). Seja A uma formula. Definimos as subférmulas
de A da sequinte forma:
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e Se A € uma formula atomica entao A nao tem subformulas;

e Se A € da forma =B ou da forma VYxB entao as subformulas de A sdo
B e as subformulas de B;

e Se A € da forma B N C entao as subformulas de A sao B, C e as
subformulas de B e de C.

4.9 Variaveis livres

Uma ocorréncia de uma variavel é livre em uma féormula A se nao ocorre
no escopo de um quantificador. Ou seja, uma ocorréncia de uma varidvel
x é livre em A se nao ocorre dentro de uma subférmula da forma VrB e
se a propria férmula A nao é dessa forma. Quando uma ocorréncia de uma
variavel nao é livre, dizemos que é uma ocorréncia ligada.

Sempre que nos referimos a uma ocorréncia de uma variavel, estamos
nos referindo a uma ocorréncia do simbolo em uma subférmula atomica,
nao considerando as varidveis apresentadas ao lado do quantificador (como
a varidvel = em Va(y = v)).

Definicao 4.9. Se t e s s@o termos e x é uma varidvel, definimos [t]S o
termo obtido substituindo a variavel x pelo termo s. Formalmente, definimos

recursivamente do seguinte modo:
e [z]5 é o termo s;
e se ¢ é uma constante, [c]2 é o termo c;
e se v é uma variavel diferente de z, [v]2 é o termo v;

e set édaforma F(ty,...,t,), entdo [t]S é o termo F([t1]2,. .., [ta]3).

Definicao 4.10. Se A é uma férmula, x é uma variavel e ¢ é um termo,
definimos [A] a férmula obtida substituindo todas as ocorréncias livres da

variavel x pelo termo t. Formalmente, definimos do seguinte modo:

e Se A éda forma R(ty,...,t,) entdo [A]} é a férmula R([t1]%, ..., [ta]L);

xT

e Se A é da forma (t; = t3) entao [A]L é a férmula ([t1]L = [t2]%);
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t.
x?

Se A é da forma —B entao [A]L é a férmula —[B]|

Se A é da forma B A C entao [A]}, é a formula [B]:, A [C]L;

x x)

Se A é da forma Vv B, onde v é uma varidvel diferente de z, entao [A]Y,
é a formula Vo[B];

e Se A é da forma VaB entao [A]L é a propria férmula A.

Para facilitar a notagao, em caso de sucessivas substitui¢oes evitamos a
repeticao dos colchetes. Assim, denotamos por [A]-I a férmula obtida

T1...Tn
pela substituicao em A de todas as ocorréncias livres das variaveis 1, ..., T,
pelos termos tq, ..., t,, respectivamente. Por exemplo, em vez de escrevermos

[[A]1 ]2 escrevemos simplesmente [A]272 .
Com essa notagao podemos introduzir a defini¢ao de sentencga e o simbolo

3! (existe um unico).

Definicao 4.11. Chamamos de senten¢a uma férmula sem varidvel livre.
Isto é, A é uma sentenga se A e [A]} sdo a mesma férmula, para quaisquer
variavel x e termo t.

Definigao 4.12. Se x é uma varidvel e A é uma férmula, definimos 3!z A
como abreviatura para a férmula

(FzA) A (Vy((ANTA]L) = (2 =y)),
onde y é a primeira variavel que nao ocorre em A.

Para entendermos a definicao acima, a primeira parte da conjuncao diz
que existe x satisfazendo A. A segunda parte diz que esse x é Unico, isto €,
se haver outra varidvel y para a qual A também é verdadeira substituindo x
por y, entao x = y. Para evitarmos problemas de compatibilidade, tomamos
y que nao ocorre em A. Escrevemos “a primeira”’ apenas para que a definicao
seja unicamente determinada.

Exercicios

1. Usando as linguagens P e N deste capitulo, sem usar abreviaturas, “tra-
duza” as frases abaixo para a légica de primeira ordem.
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(a) Todo nimero par maior do que dois pode ser escrito como soma de dois
ndmeros primos.

(b) Ele é primo de Maria.

(c) x possui exatamente trés divisores.

(d) Joao é filho tnico.

(e) Todo nimero positivo admite raiz quadrada.
(f) Maria possui uma tnica irma e nenhum irmao.
(g) x ey sdo primos entre si.

(h) Joao é meio-irmao de Maria.

(i) z é o maximo divisor comum de x e y.

(j) Maria possui uma avé que tem quatro filhos(as).

2. Exiba as subférmulas de cada uma das férmulas que vocé encontrou no
exercicio 1.

3. Traduza as férmulas abaixo para a linguagem natural, da forma mais
simplificada que vocé conseguir.

(a) 3z(((PAar(Joao)=Pa1(z))A((z = PAI(MARIA))V(x = MAE(MARIA))))V
((MAE(JoAO) = MAE(2))A((x = PAI(MARIA))V(z = MAE(MARIA)))))

(b) FzFy((=(z = y)) A (Joao = Pai(z)) A (Joao = Pai(y)) AVz((Joao =
Pa1(z)) = ((z = ) V (2 = 9))))

(c) Vz(((MAE(PAI(MARIA)) = MAE(PAI(2))) V (MAE(PAI(MARIA)) =
MAg(MAE(z)))) — M(z)
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4. Para cada uma das frases abaixo, verifique se é possivel escrevé-la na
linguagem N. Se sim, escreva-a, introduzindo, se necessario, novos simbolos
definiveis a partir dos simbolos primitivos. Se nao, dé uma sugestao para
estender a linguagem de modo que possamos escrevé-la. Diga, em cada frase,
qual é o dominio (conjunto-universo) a que se refere a linguagem.

(a) Existem infinitos nimeros primos.
(b) Todo subconjunto dos niimeros naturais possui um elemento minimo.

(c) Se uma propriedade vale para o nimero 0 e, valendo para um nimero
natural, vale também para seu sucessor, entao essa propriedade vale
para todos os nimeros naturais.

(d) z possui exatamente trés divisores.
(e) O médulo de z é menor do que 5.
(f) x é um ntimero racional.
(g) = é um quadrado perfeito.
3

(h) Nao existem ntimeros reais nao-nulos z, y, z tais que 2% + y* = 23.

(i) Nao existem numeros reais nao-nulos z, y, z e um natural n > 2 tais que

(j) Todo nimero par maior do que 2 pode ser escrito como soma de dois ou
mais numeros primos.

5. Defina uma linguagem de primeira ordem apropriada — introduzindo
constantes, simbolos funcionais e relacionais — para cada uma das frases
abaixo, e traduza-as para a linguagem que vocé criou. Ressalte qual é o con-
junto universo da linguagem que vocé estd utilizando (preste atengao, pois,
em alguns casos, o universo pode ser formado por mais de uma categoria de
objetos).

(a) Todo homem é mortal, exceto Sécrates.
(b) Todo mundo é amigo de alguém.

(c) Alguém é amigo de todo mundo.
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(d) Todas as pessoas conhecem alguém que conhece alguém que conhece
alguém que conhece Stephen Hawking.

(e) Todas as pessoas que foram para Marte sabem voar.

(f) Para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que para todos x e y pertencentes ao
dominio de f, se |z — y| < 0 entao |f(z) — f(y)| <e.

(g) x é o menor nimero real que é maior ou igual a todos os elementos do
conjunto S.

(h) Dados dois pontos distintos existe uma tunica reta que passa por esses
dois pontos.

(i) Dados uma reta e um ponto fora dessa reta, existe uma unica reta que
passa por esse ponto e é paralela a reta dada.

(j) Existem animais que tém pelo e botam ovos, e todos os passaros botam
OVOS.

6. Lembrando que —Vz(A) é equivalente a 3x—(A), e =3x(A) é equivalente
a Vz—(A), passe as frases do exercicio 5 para a negagao, usando o simbolo
de negacao apenas na frente de subférmulas atémicas. Escreva as
respostas na linguagem natural e na linguagem de primeira ordem.

7. Identifique as ocorréncias livres e nao-livres das férmulas abaixo. Conte
quantas variaveis livres cada férmula possui.

(a) (Fe((T+y) =) AVyly < ).

(b) VyvVz((y -z =2) = ((y=2) Ay = 1) V (2 = 1)))).
(c) Fz(x-2=2)) = (zx+1=0).

(d) Vzdy(z < 1).

(e) Fz((1+y) =) A (Vyly <))

(f) Vz(((x < 6) A (0 <)) = Fy(a -y = 2)).

(g8) Vy3z(z+y=2)) = (x=0).
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(h) (x <y+1) = Vady(z #vy).
(i) Ve((x=0) V(0 <2)AJy(y- (1+1) =2x).

() V(x> (1+1) -y < (z+x)).

8. Escreva a férmula [A]1T! tomando A cada uma das férmulas do exercicio

7.

9. Considere A a férmula do item (f) do exercicio 7. Suponha que esta-
mos trabalhando no universo dos numeros naturais e que temos todos os
nimeros naturais como constantes. Para quais constantes ¢ a sentenga [A]¢

¢é verdadeira? Justifique.

10. Identifique, no exercicio 7, as férmulas de uma variavel livre, e mostre a
qual subconjunto do conjunto dos niimeros naturais cada uma delas se refere.



Capitulo 5

Loégica de primeira ordem —
semantica

Neste capitulo aprenderemos a interpretar o significado das férmulas da lin-
guagem de primeira ordem. No Capitulo 4 ja apresentamos uma ideia intui-
tiva sobre como fazer isso. Precisamos, primeiro, estabelecer o universo a que
se refere a linguagem. Depois, interpretamos as constantes como elementos
do universo, os simbolos relacionais como relagoes nesse mesmo universo, e
os simbolos funcionais como fungoes. A estrutura formada por todas essas
componentes é chamada de modelo para uma linguagem de primeira ordem,
e veremos como determinar se uma sentenca é verdadeira ou falsa em um
dado modelo.

Para ilustrar o que é um modelo, antes de entrarmos na definicao técnica,
consideremos, na linguagem da aritmética, a sentenca Jx(x -z =1+ 1). Se
considerarmos essa sentenca no modelo dos nimeros racionais, o universo
— também chamado de dominio — é o conjunto dos numeros racionais. A
constante 1, vista como um simbolo da linguagem, sera interpretada como o
numero racional 1, na metalinguagem. Os simbolos + e - serao interpretados,
respectivamente, como a soma e o produto de ntimeros racionais. Nesse
modelo, a sentenca em questao ¢é falsa, pois sabemos que a raiz quadrada de
dois é irracional. Mas no modelo dos ntimeros reais a sentenca é verdadeira.

Apesar da parecerem complicadas, as definiches que se seguem neste
capitulo estao muito proximas da nossa concepgao intuitiva e até mesmo
da linguagem natural. Compreender essa proximidade entre o uso intuitivo
dos simbolos l6gicos e a defini¢ao rigorosa é fundamental no estudo de légica.

79
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5.1 Modelos

Seja L uma linguagem de primeira ordem. Um modelo M para a linguagem
L é uma estrutura constituida das seguintes componentes:

e Um conjunto nao-vazio D, que chamaremos de dominio, ou universo,

de M,

e Para cada simbolo relacional n-drio R, uma relacio n-aria R™ em D
(isto é, R™ é um subconjunto de D");

e Para cada constante ¢ um elemento ¢c™ de D;
e Para cada simbolo funcional n-ario F', uma funcao F™ de D" em D.

Formalmente, um modelo é uma quédrupla ordenada (D, (R;)icr, (F})jer, (ck)rek),
onde R;, Fj e ¢, sao as interpretacoes dos simbolos relacionais, simbolos fun-
cionais e constantes, respectivamente.

5.2 Interpretacao de termos

Os termos de uma linguagem representam elementos do dominio. A in-
terpretacao de termos serda uma funcao que determinara a qual objeto do
dominio se refere o termo. Essa interpretacao dependera de trés fatores. Pri-
meiro, é claro, da linguagem, que dird quais sao os simbolos utilizados pelos
na formacao dos termos. Em segundo lugar, a interpretagao depende do
modelo, que interpretara as constantes e os simbolos funcionais. Porém, as
variaveis, como o nome sugere, nao tém uma interpretacao fixa que depende
apenas do modelo. Para completarmos o terceiro fator que ird determinar
a interpretacao dos termos precisamos estabelecer uma wvaloracao para as
variaveis.

Definicao 5.1. Se M é um modelo cujo dominio é D, uma valora¢ao para
o modelo M é uma fungao o que associa a cada variavel um elemento de D.

A valoracao estabelece o valor, no dominio, apenas das variaveis. Preci-
samos estender a funcao da valoragao para todos os termos, pois, conforme
foi explicado no Capitulo 4, os termos representam objetos do dominio. A
interpretacao dos termos depende unicamente da valoracao e do modelo. A
primeira determina os elementos do dominio associados as varidveis. A se-
gunda estabelece a interpretacao das constantes e dos simbolos funcionais.
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Definicao 5.2. Dados um modelo M e uma valoragao o, a interpretagcao
de termos sob a valoragao o é uma funcao o* que estende a funcao o a todos
os termos, conforme as seguintes condigoes:

e Se x é varidvel, o*(z) = o(z);

e Se ¢ é uma constante, o*(c) = M;

e Se I é um simbolo funcional n-ario e ty,...,t, sao termos, entao
o*(F(ty,....t,)) = FM(a*(t),...,0%(tn)).

5.3 Definicao de verdade

Sejam M um modelo, o uma valoracao para o modelo M e A uma férmula.
Denotamos por (M, o) | A quando A € verdadeira no modelo M para uma
valoragao o, que definimos recursivamente do seguinte modo:

e Para quaisquer termos t; e ty, (M,0) = (t1 = t2) se, e somente se,
o*(t1) = 0™ (t2);

e Se R é um simbolo relacional n-ario e t,...,t, sao termos, entao
(M,0) = R(ty,...,t,) se, e somente se, (0*(t1),...,0%(t,)) € RM;

(M, o) = A se, e somente se, nao ocorre (M, o) = A;

(M,0) = AV B se, e somente se, (M,0) E Aou (M,0) E B;

(M,0) | VxA se, e somente se, (M,0) = A, para toda valoragao 6

que satisfaz 0(v) = o(v), para toda varidvel v diferente de x.

Usando as abreviaturas e a definicao acima, podemos deduzir as seguintes
propriedades, que deixamos como exercicio ao leitor:

)

)
,0) = A;

)
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Denotamos por M = A (que significa que A € verdadeira no modelo M,
ou, também, M satisfaz a férmula A) quando (M, o) = A vale para toda
valoracao o.

Expliquemos um pouco mais sobre a definicao de satisfatibilidade para
formulas que comegam com o quantificador V. Novamente precisamos discutir
sobre a diferenca entre linguagem e metalinguagem. E comum, em cursos com
demonstragoes matematicas informais, dizermos coisas como “tome x igual
a 27. Porém, quando estamos formalizando a léogica de primeira ordem, x é
visto como um simbolo, apenas. Nao pode ser igual a 2, a 3, ou a qualquer
outro numero. O que muda é a valoracao, de modo que o correto seria dizer
“tome uma wvaloracao que atribui a x o valor 2”7. Ou seja, se na linguagem
quantificamos uma varidvel, na metalinguagem quantificamos as valoragoes
sobre a wvaridvel. Portanto, dizer que a férmula VaA é verdadeira em um
modelo mediante uma valoracao o, significa dizer que A é verdadeira nesse
modelo, mesmo modificando o valor de o na varidvel x. Mas nao garante que
A continue verdadeira quando alteramos a valoracao ¢ em outras variaveis
além de x.

Observe que, cada vez que quantificamos uma variavel, dentro do es-
copo daquele quantificador temos a liberdade de mudar a valoracao na-
quela variavel especifica. Por exemplo, se quisermos verificar se a féormula
Va(z +y = 0) é verdadeira em um modelo mediante uma valoragao o, pre-
cisamos testar todas as alteracoes de o na variavel x, mantendo, porém, o
valor de ¢ em y. Em particular, a validade da férmula A sé depende da
valoragao nas variaveis livres.

Formalizamos esse argumento através do seguinte teorema:

Teorema 5.3. Sejam M um modelo para uma linguagem L, A uma formula
de L e o e 0 duas valoragoes para o modelo M tais que o(v) = 0(v), para
toda varidvel v que ocorre livre em A. Entdao (M,o) = A se, e somente se,

(M, ) = A.

Demonstracgao: Fixados o modelo M e a linguagem L, provaremos o te-
orema por indugao na complexidade de A.

E trivial mostrar que o teorema é verdadeiro quando A é uma férmula
atomica, e também ¢ trivial mostrar que, se vale para A e B, também vale
para "Ae AV B.

Suponhamos que vale a hipdtese indutiva para A. Ou seja, para todas
as valoragoes o e 0 tais o(v) = 0(v), quando v ocorre livre em A, temos
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que (M,0) = A se, e somente se, (M,0) = A. Provaremos que o mesmo
resultado vale para as formulas do tipo VzA.

Suponha que (M, o) = Yz A e que 6 é uma valoracao tal que 6(v) = o(v),
para todas as variaveis que ocorrem livres em VxA. Vamos mostrar que

(1) (M, 0) = VzA

Para isso, considere 8’ uma valoracao que coincide com # em todas as varidveis
diferentes de x. Precisamos mostrar que

(2) (M, 0) = A

Considere ¢’ uma valoragao tal que o'(x) = 0'(z) e o'(v) = o(v), para toda
variavel v diferente de x. De (1) segue que

(3) (M, o) = A

Observamos que o'(z) = €'(x), pela defini¢ao de o', e que

para toda varidvel v que ocorre livre e VA (lembrando que x nao ocorre
livre em Vz A). Portanto, de (3) e da hipdtese indutiva concluimos (1).
A reciproca, isto é, se (M, ) = VxA entao (M, o) = VaA, é andloga.
|

Em particular, se a férmula A é uma sentenca — isto €, ndo possui varidveis
livres — entao a satisfatibilidade de A em um modelo M nao depende da
valoracao. Ou seja, se a formula for verdadeira mediante uma valoragao
serd verdadeira em qualquer outra. Segue, portanto, do teorema, o seguinte
corolario:

Corolario 5.4. Se A € uma sentenca e M é um modelo, entao M = A ou

M = -A.

Demonstragao: Suponha que nao vale M = A. Isto é, existe uma va-
loracao o tal que (M, o) = —A. Pelo Teorema 5.3, como A — e, consequente-
mente, A — nao possui variaveis livres, temos que (M, ) = - A, para toda
valoracao 6. Portanto, M |= = A. A reciproca é andloga. |
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Exemplo: Considere L a linguagem da aritmética, com dois simbolos fun-
cionais binarios + e -, as constantes 0 e 1 e o simbolo relacional binario <.
Definimos M = (D, 0M, 1M +M .M <M) ym modelo para L onde:

D ={1,2,3};
oM = 1;
M =2

+M={(1,1,1),(1,2,2),(1,3,3),(2,1,2),(2,2,3),(2,3,1),(3,1,3), (3,2, 1), (3,3,2) };
M= {(1,1,1),(1,2,1),(1,3,1),(2,1,1),(2,2,2),(2,3,3), (3,1,1),(3,2,3),(3,3,2) };
<M={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3), (3,3)}-

Mais uma vez percebamos a diferenca entre linguagem e metalinguagem.
Quando escrevemos uma féormula de L tratamos 0 e 1 como simbolos, nao
como objetos matemdticos. Ja os numeros 1, 2 e 3 na definicao de D se
referem aos objetos matematicos que representamos, na metalinguagem, por
1, 2 e 3. Esse modelo interpreta o simbolo 0 como o nimero 1, e o simbolo
1 como o nimero 2.

Lembramos que um operador bindrio pode ser visto como uma relagao
ternaria. Portanto, na nossa definicio da operacao +™, que, obviamente, nao
coincide com a interpretacao usual da soma, temos 1 +M1 =1, 1+M2 =2,
e assim por diante.

Quem ja cursou algebra podera reconhecer que esse modelo nada mais é
que o corpo Zs, isto é, os nimeros inteiros modulo 3, em que identificamos
0s numeros com seus respectivos restos na divisao por 3. Assim, 2+2 é igual
a 4, que é igual a 1 médulo 3. Novamente, chamamos a atengao para o fato
que o 0 estd sendo representado pelo 1, 0 1 pelo 2 e 0 2 (isto é, 1+1), pelo 3.

Fixe o uma valoracao tal que o(z) =1 e o(y) = 2.

Considere ¢* a interpretacao de termos da linguagem L no modelo M
mediante a valoracao o.

Vamos considerar a férmula x + y = 1. Para verificarmos se essa férmula
é verdadeira no modelo M mediante a valoracao o, precisamos saber quais
sao as interpretacoes dos termos x 4+ y e do termo 1. Temos, por defini¢ao,
que 0*(1) = 1™, que é 2 (lembramos que a interpretacao das constantes ja é
determinada pelo modelo, e ndo depende da valoracao). Por outro lado,

o*(z+y) =0 (2) +M o (y) =1 +M2=2
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Portanto, o*(x + y) e 0*(1) sdo ambos iguais a 2, concluindo que (M, o) |=
r+y=1

Notemos que os ntimeros usados dentro do escopo de ¢* sao simbolos da
linguagem. J& os valores (a imagem) de o* sao objetos do dominio do modelo
e, portanto, pertencem a metalinguagem.

Agora verifiquemos a veracidade da féormula Va((x +y) = 1). Para saber-
mos se ela é verdadeira em M mediante a valoracao o, precisamos testar a
férmula (x 4+ y) = 1 mediante todas as possiveis alteragoes de o na varidvel
x. Ou seja, precisamos saber se para toda valoracao 6 tal que 0(y) = 2 (po-
demos alterar o apenas na variavel x), temos (M, 0) = x +y = 1. Mas isso
nao ¢ verdade se tomarmos #(z) = 2 (veja que 2 +M2 =3, e 1M = 2, logo
2 +M 2 £ 1M). Portanto,

(M, ) E —Va(z +y =1)

Exercicios

Nos exercicios 1 a 5 consideraremos L a linguagem dos corpos e conjuntos
numéricos. A saber, L é constituido pelas constantes 0 e 1, os simbolos
funcionais + e - e o simbolo relacional <.

Chamaremos de axiomas de corpo o seguinte conjunto de sentencas da
linguagem L:

1. 0#1;

Va(z + 0 = x);

Va((z #0) = (2 -1 =x));
VaVy(z +y =y + z);
VaVy(z -y =y - x);

VaVyVz((x +y) + 2 =2+ (y + 2));
VaVyVz((x - y) -z =x - (y- 2));
Vedy(z +y = 0);

Va((z #0) = Jy(z -y = 1));
VaVyVz(z - (y+z) = (z-y) + (z - 2).

SRR AT B

—
e
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1. Considere M o seguinte modelo do exemplo proposto apés o Corolario 5.4.
Mostre que M satisfaz todos os axiomas de corpo.

2. Considere M o modelo do exercicio anterior e o uma valoracao satisfa-
zendo

o(z)=1
o(y) =2
o(z) =3

Verifique quais das seguintes férmulas abaixo sao verdadeiras no modelo
M mediante a valoragao o (entenda ¢t < s como abreviatura de (¢ < s)A—(t =

5)).
(a) v+y=0;

(b) Vy((y #0) = (y- = = y));

(c) Vz(z-0=0);

(d) Ja((y # =) A (y < 2));

(e) VyJa((y # z) A (y < 2));

) y< 1

(8) (y<a)—= (z<y);

(h) (z<y) Ay <z) = (x<2);

1) (0<y)A(0<z2) = (0<y-2)

(3) Vaz((z +y=0) = (0 <z) ¢ =(0 <y)))

3. Para cada férmula A contendo varidveis livres do exercicio anterior, con-

sidere o fecho universal de A a sentenga VzVyVz(A). Verifique se essas sen-
tencas sao verdadeiras no modelo M do exercicio 1.
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4. Seja I' o conjunto dos axiomas de corpo. Para cada sentenca A abaixo
construa um modelo (se existir) que satisfaga 'U{A} e outro (se existir) que
satisfaga I' U {—A}. Justifique.

(a) 1+1=0;

(b) Va(z -0 = 0);

(c) VavyVz(((z < y) Ay < 2)) = (2 = 2));
(d) Fz(x-xz=1+1)

(e) VzIy((y < z) = (z < y));

() JaTy((x #0) A (y # 0) A (2 -y = 0));
(8) Va((~(z <0)) = Fy(y - y) = x);

(h) 1+1=1;

(i) VaVy3z(z + 2 = y);

() 3z(z+1=2x).
5. Considere M um modelo para L definido da seguinte forma:

D =P(N) (o conjunto das partes dos nimeros naturais);
oM = 0;
IM=N;
M={(X,Y)eD*: X CY};
M =L(X,Y,Z2)e D?: XUY = Z};
M=A(X)Y,Z)e D}: XNY = Z}.
Prove que M satisfaz os axiomas de dlgebras de Boole (vide Defini¢ao B.1)

e verifique quais dos axiomas de corpo sao verdadeiros em M e quais nao
sao0.
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6. Considere M um modelo cujo dominio é conjunto dos niimeros naturais,
e cujas interpretacoes dos simbolos 0, 1, + e - sao as usuais. Diga para quais
valoracoes as seguintes formulas sao verdadeiras em M. Justifique usando a
definicao de semantica.

(a) Vz((Fz(z-2=y)) = F2((1+1)- 2 =2)))

(b) Br(z+z=y)) — Cyly+z=y))

7. Seja L uma linguagem com uma constante e, um simbolo funcional
binario o, e um simbolo relacional binario <. Tome M o seguinte modelo
para L, cujo dominio é D:

D ={1,2};
eM=1;
oM={(1,1,1),(1,2,2),(2,1,2),(2,2,1)};

SM: {(1’ 1)7 (27 2)7 (27 1)}

Considere, ainda, o uma valoracao tal que o(z) =1, o(y) =2 e o(z) = 2.
Usando a definicao de semantica, e justificando sua resposta com todos os
detalhes, verifique se as seguintes féormulas sao verdadeiras no modelo M
mediante a valoracao o.

(a) (y<z)—=>Vr(roz=2z2);
(b) Vzdy(x oy =e);

(c) Vy(ly <zoy)AJw(=(roy=2)).

8. Sendo L a linguagem do exercicio anterior, considere I' o conjunto das
seguintes sentencas (que sao os azxiomas de grupo).

o Vz((xoe=x)A(eox =1));
e Vzdy(xoy =e);

o VaVyVz(xo(yoz)=(xoy)oz).
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Seja A a sentenca
Vo(rox =e)

Mostre que a sentenca A é independente de I'; construindo um modelo
para I' U {A} e outro para I' U {—A}
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Légica Matematica



Capitulo 6

Loégica de primeira ordem —
axiomatizacao

A terceira e tultima parte para completar a definicao da logica de primeira
ordem é o sistema de axiomas. Neste capitulo aprenderemos o que é uma de-
monstragao matematica, de acordo com o mais alto padrao de rigor requerido
pela matematica moderna.

6.1 O programa de Hilbert

A linguagem e a axiomatizacao da légica de primeira ordem seguem alguns
principios estabelecidos por David Hilbert (conhecidos como programa de
Hilbert), para a formalizagao da matemética. Alguns deles sdo os seguintes:

e A linguagem da logica é composta por uma quantidade enumeravel de
stmbolos;

As formulas sao sequéncias finitas de simbolos;

As demonstracoes sao sequéncias finitas de formulas;

Ha um algoritmo que, em finitos passos, determina se uma sequéncia
de simbolos é uma féormula ou nao;

H& um algoritmo que, em finitos passos, determina se uma sequéncia
de féormulas é uma demonstragao ou nao.

91



92CAPITULO 6. LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM — AXIOMATIZACAO

O programa de Hilbert incluia, também, os dois seguintes objetivos: o
sistema deveria ser completo (provar qualquer sentenca ou sua negacao) e
consistente (nao possuir contradigoes), e tais fatos deveriam ser provados
usando o proprio sistema. No entanto, Godel mostrou que, em qualquer sis-
tema logico, essas ultimas metas propostas por Hilbert nao podem ser atin-
gidas, conforme mostraremos na Sec¢ao 7.5. Para todos os demais principios
do programa de Hilbert a logica de primeira ordem — juntamente com a te-
oria dos conjuntos de Zermelo e Fraenkel — é suficiente, na formalizacao da
matemaéatica moderna.

Quanto as demonstragoes, podemos detalhar um pouco mais como deve
ser uma demonstragao axiomatica através das seguintes condigoes:

e H& um conjunto de férmulas que sao chamadas de azxiomas;

e H& um conjunto finito de relagdes (n-arias) no conjunto de férmulas, e
essas relagoes sao chamadas de regras de inferéncia.

e H& um algoritmo que, em finitos passos, determina se uma formula é
um axioma ou nao;

e H& um algoritmo que, em finitos passos, determina se uma dada n-upla
de férmulas (A4, ..., A,) pertence ou nao a uma regra de inferéncia.

e Uma sequéncia finita de formulas é uma demonstragao se, e somente
se, cada férmula A nessa sequéncia é um axioma ou existem férmulas
Ay ..., A,_1 anteriores a A, nessa sequéncia, tais que (A, ..., 4,1, A)
pertence a alguma regra de inferéncia.

Ou seja, demonstra¢ao matemdtica é uma sequéncia de féormulas onde
cada uma ou é um axioma ou ¢é obtida das férmulas anteriores através de
uma regra de inferéncia. Um teorema é qualquer féormula que aparece em
alguma demonstracao. Em particular, os axiomas sao teoremas.

6.2 Sistema de axiomas para a léogica de pri-
meira ordem

O sistema de axiomas da logica de primeira ordem é composto por cinco
axiomas e duas regras de inferéncia. Na verdade, sao cinco esquemas de
axiomas, pois cada um representa uma lista infinita de axiomas.
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Os axiomas apresentados aqui sao os axiomas logicos, que valem em qual-
quer teoria que utiliza a logica de primeira ordem. Esses axiomas traduzem
os argumentos comuns que utilizamos em demonstragoes matematicas.

Lembramos que ¢é virtualmente impossivel fazer uma demonstragao com-
pleta, nos padroes que apresentaremos neste capitulo. Na pratica, utilizamos
os argumentos usuais que estamos acostumados em cursos como anélise real
ou algebra. Mas conhecer o processo formal de demonstracao légica nos da
um ponto de apoio, evitando as armadilhas da linguagem cotidiana. Isto é,
devemos, em cada momento, tomar o cuidado de saber como formalizariamos
cada trecho de uma argumentacao matematica, caso fosse necessario.

Antes de descrevermos os axiomas e regras de inferéncias, introduziremos
algumas definicoes.

Definicao 6.1. Seja ¢ uma férmula da légica proposicional e sejam py, ..., p,
todas as férmulas atomicas que aparecem em ¢. Dizemos que uma féormula
A de uma linguagem de primeira ordem L é uma instancia de ¢ se existem
formulas Aq, ..., A, da linguagem L tais que A é obtida substituindo cada
formula atomica p; por A;.

As instancias de tautologia sao, portanto, aquelas formula obtidas a par-
tir de uma tautologia substituindo uniformemente cada proposi¢cao por uma
férmula de primeira ordem. Por exemplo, (Vz(z = y)) — (Vz(z = y)) é
uma instancia de p — p, substituindo p por (Vz(x = y)), e, portanto, sera
verdadeira, nao importando se a férmula Vz(x = y) é verdadeira ou nao.

Definigao 6.2. Sejam A uma férmula, z uma varidavel e t um termo. Dizemos
que uma ocorréncia de x é livre para um termo t em A se nao esta no escopo
de qualquer variavel que ocorre em t. Isto é, se essa ocorréncia de x nao estéa
em uma subférmula B da forma YuC, onde v é uma varidvel que ocorre em
t.

Ou seja, uma ocorréncia de uma variavel x em A nao é livre para t se a
substituicao de x por t em A adiciona alguma varidvel ligada. Por exemplo,
na férmula Jy(x = 0),  ndo ocorre livre para y, ou para qualquer termo que
contenha a variavel y. Em particular, uma ocorréncia de x em A é livre para
T se, e somente se, ¢ uma ocorréncia livre em A.

Com essas definigoes, podemos introduzir os axiomas. Lembramos que
cada item abaixo consiste, na realidade, em um esquema de azxiomas, isto
é, um conjunto infinito de axiomas, definido por uma regra bem precisa, de
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modo que, se tomarmos qualquer férmula de uma linguagem de primeira
ordem, conseguimos facilmente descobrir se essa férmula ¢ um axioma ou
nao.

A1 As instancias de tautologia sao axiomas.

A2 Se A e B sao férmulas e  é uma variavel que nao ocorre livre em A,
entao (Vz(A — B)) = (A — VaB) é um axioma.

A3 Se A é uma formula, t é um termo, e x é uma variavel tal que todas as
ocorréncias livres de x em A sao livres para ¢, entao (VeA) — [A]L é

xX
um axioma.
A4 z =z é um axioma, para qualquer variavel x;

A5 Se z e y sao variaveis, e A e B sao férmulas tais que B é obtida através
da substituicdo de uma ocorréncia de x por y em A, desde que essa
ocorréncia seja livre para x e y, entdo (x = y) — (A — B) é um
axioma.

As regras de inferéncia sao duas:
Modus Ponens: Se A e A — B sao teoremas entao B é teorema.

Generalizacao: Se A é um teorema e x é uma variavel, entao VxA é teo-
rema.

Dizemos que uma substitui¢do de uma varidavel x por um termo ¢ (que,
eventualmente, pode ser também uma varidvel) em uma férmula A é boa se
essa ocorréncia de x em A é livre para t e para o proprio z. Os axiomas A3
e Ab “s6 permitem” subsitui¢oes boas. Para entendermos melhor esse con-
ceito, considere um modelo que possui mais de um elemento. Nesse modelo
podemos verificar que vale a féormula

Vay(—(x = y))

Suponha que nao tivéssemos colocado nenhuma restricao sobre a substituicao
de variavel. O esquema A3, substituindo x por y, nos daria o seguinte axioma:

(Vz3y(—(z = y))) = y(~(y = v))

que, naturalmente, é falso em um modelo com dois ou mais elementos (porque
o antecedente ¢ verdadeiro e o consequente ¢ falso).



6.2. SISTEMA DE AXIOMAS PARA A LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM95

Definicao 6.3. Uma férmula A é um teorema da légica de primeira ordem
se existe uma sequéncia de férmulas (A4;)o<i<n tal que A4, ¢é a férmula A e,
para cada ¢ < n, vale uma das condicoes abaixo:

e A; ¢ um axioma;
e [xistem j < i e uma varidvel x tal que A; é a férmula VxAj;

e Existem j, k <4 tais que A é a férmula A; — A;.

Exemplos de axiomas: Na linguagem da aritmética, considere a formula

(z<y) = (Fyly=0)V(zr<y))

Se substituirmos todas as ocorréncias da subférmula (z < y) por p, e a
subférmula (Jy(y = 0)) por ¢, obtemos a férmula proposicional p — (g V p),
que é uma tautologia. Portanto, a férmula acima é um axioma do esquema
A1 (instancia de tautologia).

Aplicando a regra da generalizacao nessa férmula obtemos o seguinte
teorema:

Vy((z <y) = (Byly = 0)) vV (x < y)))

Porém, tal férmula, apesar de ser um teorema, ndo € um axioma, pois
nao ¢ instancia de tautologia (apenas a subférmula dentro do quantificador
0 é) nem se encaixa em nenhum outro esquema de axiomas.

Vejamos um exemplo de um axioma do tipo A2. Considere a féormula

Vi((y=0) = (e +y=2)) = ((y = 0) = Va(z +y = x))

Tomando y = 0 no lugar de A e x +y = x no lugar de B, como a variavel
x nao ocorre livre em y = 0, percebemos que essa férmula é um axioma do
tipo A2.

Se trocdssemos y = 0 pela féormula Jz(z = y) ainda terfamos um axioma
do tipo A2, pois z nao ocorre livre em Jz(z = y). Mas se trocassemos y = 0
por x = y, entao nao seria um axioma.

Vamos tentar entender o esquema de axiomas A2. Suponhamos que con-
seguimos provar que, para todo x, a férmula A implica a férmula B. Obvi-
amente, isso nao implica que se A for verdadeiro para um valor de x entao
B o sera para todo x. Porém, se a formula A nao depende de x, entao a
veracidade de A certamente nos garante a veracidade de B para todo x.
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O esquema de axiomas A3 também requer um certo cuidado com a subs-
tituicao de variaveis. Ele é bem intuitivo: se provamos que uma férmula A é
verdadeira para todo x, entao, em particular, serd verdadeira para qualquer
termo que colocamos no lugar de x. Vejamos um exemplo de um axioma do
tipo A3:

Vz(z+0=2)) - (14+0=1)

Mas, como discutimos anteriormente, precisamos observar se a substituicao
da variavel por outro termo é boa. Considere a seguinte férmula:

(Vzdy(z +y=1)) = Guly +y) =1)

A principio, essa férmula parece um axioma do tipo A3, substituindo as
ocorréncias livres de x por y em Jy(xz + y = 1). Porém, a substituigao de x
por y nao ¢é boa, pois “prendemos” a variavel y no escopo do quantificador
existencial. Ou seja,  nao é livre para y em A.

Reparem que, de fato, tal férmula nao é verdadeira no modelo dos niimeros
inteiros.

O esquema A4 é ébvio e dispensa comentéarios. Agora vamos entender o
esquema Ab.

Se x = y, entao podemos substituir qualquer ocorréncia livre de x por y
em qualquer lugar de uma férmula A. Diferente do esquema A3, a substi-
tuicao nao é em todas as ocorréncias livres da varidvel x, mas apenas em uma
(e, aplicando iteradamente o esquema, em quantas ocorréncias quisermos).
A seguinte férmula é, portanto, um exemplo de axioma do tipo Ab.

(r=9) = (w+2=0) > (z+y=0))

Ja a férmula seguinte ndo é um axioma do tipo A5, porque a substituicao
é feita em uma ocorréncia em que x nao é livre e, portanto, nao é uma
substituicao boa:

(x=y) = (Fx(z+2=0)—>Jz(z+y=0))

De modo semelhante, a seguinte férmula também nao é axioma do tipo
A5, pois a substituicao de x por y nao é boa:

(z=y) = Fy(z+2=0)— Jy(r+y=0))

No Capitulo 7 provaremos que os axiomas sao, de fato, verdadeiros em
todos os modelos. Provaremos, também, que todas as férmulas que sao
verdadeiras em todos os modelos podem ser provadas a partir dos axiomas e
das regras de inferéncia.
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6.3 Principais esquemas de teoremas

Encontrar um caminho para demonstrar um teorema a partir da pequena
lista de axiomas apresentada na secao anterior nao é uma tarefa facil. Como
poderemos perceber logo no primeiro teorema desta se¢ao, mesmo resultados
que temos como triviais sao dificeis de provar. Porém, cada vez que provamos
um teorema, podemos coloca-lo diretamente dentro de uma outra demons-
tragao, sem precisarmos prova-lo novamente. Melhor ainda se provarmos
esquemas de teoremas, que, como os esquemas de axiomas, sao enunciados
na metalinguagem em fungoes de férmulas arbitrérias (por exemplo, se A e
B sao teoremas, entdao A A B é um teorema). Por esse tipo de resultado ser
enunciado e demonstrado na metalinguagem, o chamamos de metateoremas.
Na préatica, eles funcionam como novos axiomas e regras de inferéncias que
deduzimos, e, a partir de entao, podemos utiliza-los nas préximas demons-
tragoes.

Portanto, encontrar uma demonstracao torna-se paulatinamente mais
facil a medida que provamos os “primeiros” teoremas e metateoremas, e as de-
monstragoes se tornam mais préximas das argumentagoes que estamos acos-
tumados a fazer na metalinguagem. Isso porque os argumentos logicos que
costumamos usar intuitivamente nas demonstracoes feitas na “matematica
comum”, sem a linguagem logica, comegam a incorporar a lista de metateo-
remas que podemos usar sem precisar redemonstrar. Dessa forma, tudo que
conseguimos provar com rigor na linguagem natural, também conseguiremos
provar na linguagem légica.

O propésito desta secao € provar axiomaticamente uma quantidade razoavel
de teoremas e metateoremas, de modo que as demonstracoes axiomaticas se
tornem mais factiveis — pelo menos nos niveis mais elementares — , e nao
apenas uma possibilidade tedrica.

Vamos comegar por um teorema bem simples: (z = y) — (y = z).
Escreveremos as formulas que compoem a demonstracao explicando, entre
colchetes, apds cada féormula, como a obtivemos.

1. (z=vy) = ((r =2) — (y = z)) [Do esquema A5, tomando z = z no
lugar de A e y = x no lugar de B

2. (z=2)= (e=y) = (z=2) = (y=21)) > (r=y) = (y=12)))
[Do esquema Al, tomando a tautologia p — ((¢ = (p — r)) — (¢ —
1)), substituindo p por x = z, ¢ por x =y e r por y = x]
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3. © = x [Esquema A4]
4 ((r=y) = ((z=2) = (y =) = (¢ =y) = (y = 2)) [modus

ponens aplicado a 2 e 3, tomando como A a férmula x = z e como B
aformula ((z =y) = ((zr =) = (y=2))) = ((x =y) = (y = 2))]

5. (x = y) = (y = x) [Modus Ponens aplicado a 1 e 4, tomando (z =
y) = ((x=2) = (y =x)) no lugar de A e (x =y) — (y = x) no lugar
de B]

O préximo grupo de metateoremas que mostraremos sao novas regras de
inferéncia obtidas a partir do modus pones e das instancias de tautologias.
Comecamos derivando a regra de inferéncia que é a contrapositiva do modus
ponens, e corresponde ao silogismo logico negando o consequente. Como
todos metateoremas desse grupo tém demonstragoes bem parecidas e simples,
deixaremos a maioria das demonstracoes como exercicio ao leitor.

Lembramos que estamos seguindo aquelas regras de omissao de parénteses,
quando nao houver comprometimento com o significado. Eliminamos os
parénteses externos e em sequéncias de operadores unérios (-, V e 3).

Teorema 6.4 (Modus Tollens). Se A — B e =B sao teoremas entao —A é
um teorema.

Demonstracao: Pela tabela-verdade podemos verificar que a seguinte formula
é uma instancia de tautologia, onde A e B sao férmulas quaisquer:

(A= B) = ((=B) = (=4))

Se A — B é um teorema, da férmula acima e de modus ponens concluimos
que a seguinte férmula é um teorema:

(=B) = (=4)

Aplicando modus ponens novamente — assumindo que =B é um teorema —
concluimos —A. |

Teorema 6.5. Se A e B sao teoremas entado AN B € teorema.
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Demonstragao: Como no Teorema 6.4, basta aplicarmos duas vezes mo-
dus ponens a seguinte instancia de tautologia:

A— (B— (AANB))

[ |
Os préximos oito teoremas seguem o mesmo método e deixaremos as
provas como exercicios.

Teorema 6.6. Se A — B e B — C sao teoremas entao A — C ¢ um
teorema.

Teorema 6.7. Se A — (B — C) e B sdo teoremas, entio A — C € um
teorema.

Teorema 6.8. Se A — B ¢ B — A sao teoremas entao A <+ B € um
teorema.

Teorema 6.9. Se A — (B — C) e A — (C — D) sao teoremas entdio
A — (B — D) é um teorema.

Teorema 6.10. Se A — B ¢ A — C sao teoremas entao A — (BAC) € um
teorema.

Teorema 6.11. Se A — (B — C) € um teorema entio (AN B) — C € um
teorema.

Teorema 6.12. Uma formula da forma A — B € um teorema se, e somente
se, (7B) — (=A) € um teorema.

Teorema 6.13. Se A — B e (—A) — B sao teoremas entao B € um teorema.

Os dois teoremas seguintes generalizam o esquema de axiomas A5, sobre
substituicao de termos iguais em uma férmula.

Teorema 6.14. Se t e s sao termos, e B € obtido a partir de A através
de uma substituicao de t por s, em uma ocorréncia que nao estd no escopo
de nenhuma ocorréncia de wma varidvel que ocorre em t ou em s, entao
(t=15) — (A — B) é um teorema.
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Demonstragao Sejam x e y duas variaveis que nao aparecem nas férmulas
A e B nem nos termos t e s. Considere C' a férmula obtida pela substituicao
do termo t pela varidavel x na férmula A, na mesma ocorréncia em que t é
substituido por s, em B. Da mesma forma, considere D a féormula em que
substituimos essa mesma ocorréncia de s em B pela variavel y.

Como z e y nao ocorrem em A nem em B, reparemos que [C]}, é a férmula
A, e [D] , ¢ aformula B. Pela hipétese, temos que x e y nao estao no escopo
de nenhuma varidvel que ocorre em t ou s. Portanto, as substituigoes em
[CT,, e [D]; sao boas. Como escolhemos = e y que nao aparecem nas férmulas

A e B, temos que D é obtido a partir de uma substituicao boa de x por y
em C. Portanto, o esquema A5 nos fornece o seguinte axioma:

(r=y) = (C—=D)
Pela regra da generalizagao
Ve((x =y) — (C — D))

Usando as observagoes acima notamos que a seguinte férmula é uma instancia
de A3:
Vz((z =y) = (C = D)) = ((t =y) = (A= D))

Por modus ponens, das duas ultimas férmulas, obtemos
t=y)—=(A=D)
Novamente pela generalizacao:
Vy(t =y) = (A= D))

Por A3:
Vy((t=y) = (A= D)) = ((t=s) > (A= B))

Usando modus ponens mais uma vez obtemos o teorema que queriamos:
(t=s)— (A— B)
[ |

Na hipétese do Teorema 6.14 também dizemos que a substituicao de ¢
por s € boa.

Teorema 6.15. Set e s sao termos, e B € obtido a partir de A através de
duas ou mais substitui¢oes boas de t por s, entio (t =s) — (A — B) € um
teorema.
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Demonstragcao Se B é obtido a partir de n substituigoes de t por s em A,
considere uma sequéncia de formulas Ay, ..., A, em que Ap é a férmula A,
A, é a formula B, e cada férmula é obtida a partir de uma substituicao de ¢
por s na férmula anterior. O metateorema 6.14 nos da, para cada ¢ < n, o
seguinte teorema:

Mostraremos, por inducao em %, que para todo ¢ < n vale o teorema
(2) (t = S) — (AO — Ai-l—l)

Para i = 0 a expressao (2) é um caso particular de (1). Suponha que
temos mostrado o seguinte teorema:

(3) (t=s) = (Ag = A))

De (3) e (1) e da nova regra de inferéncia 6.9 obtemos (2). Tomando i =n—1
obtemos

(t=35)— (Ag — Ap)
|

Teorema 6.16. Se A € um teorema, t € um termo, e x € uma varidvel livre

para t, em A, entao [A], € um teorema.

Demonstragao: Pela regra da generalizacao, VA é um teorema. De A3
temos que (VxA) — [A]L é um teorema. De Modus Ponens concluimos que
[A]L é um teorema. [ |

Mostraremos, agora, as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva da
igualdade entre termos.

Teorema 6.17. Se t ¢ um termo, entao t =t € um teorema.

Demonstragao: Segue de A4 e 6.16. ]

Teorema 6.18. Se t e s sao termos, entio (t = s) — (s =t) é um teorema.
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Demonstragao: Provamos, no exemplo, que (z = y) — (y = =) é um
teorema. Aplicando duas vezes 6.16 provamos o que queriamos. |

Teorema 6.19. Se t, s e u sdo termos, entao ((t =s) A (s =u)) — (t = u)
¢ um teorema.

Demonstragao: Mostraremos a sequéncia de féormulas da demonstracao,
enumerando as féormulas a esquerda e indicando, a direita, os axiomas, regras
de inferéncia, metateoremas e féormulas anteriores utilizados. Abreviamos as
regras de generalizacao e modus ponens como G e MP, respectivamente, e
omitimos detalhes nas indicacoes dos esquemas de axiomas. Cabe ao leitor
(nesta e nas préximas demonstragoes) completar os detalhes, como verificar
as instancias de tautologia e se as substituig¢oes sao boas.

L. (x=y)— (y=12) [6.18]

Os proximos teoremas nos ajudarao a trabalhar melhor com o quantifi-
cador universal.

Teorema 6.20. Se A e B sdo formulas e x € uma varidvel, entao Yx(A —
B) — ((VzA) — (VzB)) € um teorema.
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Demonstracao

1. (VzA) — A [A3]

2. ((VzA) = A) = (A — B) — ((VzA) — B)) [Al]

. (Vz(A — B)

A
( ) =
3. (A — B) — ((VzA) — B) [MP, 1 e 3]
4. ( ) = (A — B) [A3]
( ) =

V(A — B)) — ((VzA) — B) [6.6, 4 ¢ 3]
6. Va((Vz(A — B)) — ((VzA) — B)) [G e 5]

(

(

(

7. ( )xg(v[x(/]x — B)) = ((VzA) — B))) = ((Vz(A — B)) — (Vz((VzA) —
(
(
(

8. (Vz(A — B)) — (Va((VzA) — B)) [MP, 6 e 7]
9. (Va((VzA) = B)) — ((VzA) — (VB)) [A2]
10. (Vz(A — B)) — ((VzA) — (V2B)) [6.6, 8 e 9]

Teorema 6.21. Se A — B e Vx A sdao teoremas, entao YxB € teorema.

Demonstragao:
1. A — B [hipétese]
2. Vx A [hipdtese]
3. Vz(A — B) [G e 1]
4. (Vz(A — B)) — ((VzA) — (VxB)) [6.20]
5. (VzA) — (VaB) [MP, 3 e 4]
6. VeB [MP, 2 e 5]
|

Teorema 6.22. Se A e B sao formulas e x é uma varidvel, entdo V(A A

B) — ((VzA) A (VxB)) é um teorema.
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Demonstragao:
1. (AANB) — A [A]]
2. VE((AANB) = A) [G e 1]

3. (Vo((AA B) = A)) — (Vz(A A B)) — (YzA)) [6.20]

4. (VzA) [MP, 2 e 3]

3.

(

(

V(AN B)

V(A A B)
(

( ) =
( ) =
( ) = (VzB) [Repita os passos anteriores]
( )=

6. (Vz(AAB) (VzA) A (VxB)) [6.10, 4 e 5]
|

Teorema 6.23. Se A e B sao formulas e x € uma varidvel, entdo Yx(A A
B) <> ((VzA) A (VxB)) é um teorema.

Demonstragao:
1. A—»(B— (AAB)) [Al]
2. Vz(A— (B— (AAB))) [Gel]

3. (Va(A = (B — (AA B)))) — ((VzA) — (Y2(B — (A A B)))) [6.20]
4. (VzA) = (Vo(B — (AA B))) [MP, 2 e 3]
5. (Va(B — (A A B))) = (YV2B) — (Vz(A A B))) [6.20]

— (
. (VzA) = ((VeB) — (Vz(A A B))) [6.6, 4 e 5]

~N O

. (VzA) A (VxB)) — (Vz(A A B)) [6.11 ¢ 6]
. (Vz(A A B)) = ((VzA) A (VaB)) [6.22]
9. Ve(AA B) <> ((VzA) A (VxB)) [6.8, 7 e §]
|

Teorema 6.24. Se A <+ B € um teorema e x é uma varidvel, entao (VxA) <>
(VzB) € um teorema.



6.3. PRINCIPAIS ESQUEMAS DE TEOREMAS 105

Demonstracao:
1. A+ B [Hipétese]
2. (A+ B) > (A= B) [Al]
3. A= B [MP,1e2]
4. Vz(A— B) [Ge3|
(Vz(A = B)) = ((VzA) = (VzB)) [6.20]
(VzA) = (VaB) [MP, 4 e 5|
7. (VaB) — (VzA) [Analogamente aos passos 1 a 6]
(VzA) <> (VzB) [6.8,6 ¢ 7

Terminamos nossa lista com alguns teoremas sobre o quantificador exis-
tencial.

Teorema 6.25. Se A é uma formula e x € uma varidvel, entdo A — (JzA)
¢ um teorema.

Demonstragao: Lembramos que a férmula acima é uma abreviatura de
A — (=Vz—A). Facamos a prova:

1. (Va—A) — (A) [A3]
2. (~—A) = (<Va—A) [6.12]
3. A— (=—A) [Al]
4. A — (=Vz—A) [6.6,3 ¢ 2]
]

Teorema 6.26. Se A é uma formula e x é uma varidvel, entio (VrA) —
(3xA) € um teorema.
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Demonstragao:
1. (VzA) - A [A3]
2. A— (3zA) [6.25]

3. (VzA) — (3zA) [6.6, 1 ¢ 2]

|
Teorema 6.27. Se x ¢y sio varidveis, Ya3y(z = y) € um teorema.
Demonstragio:
L (Vy(=(z =y))) = (=(y =y)) [A3]
2. (=(=(y=19)) = ~(Vy(~(z =y)))) [6.12¢1]
3. (y=y) = (=(=(y =v))) [Al]
4 (y=y) = ((Vy(-(z=y)))) [6.6,3¢2]
5. (y=y) = (Fy(x =y)) |definicio de J]
6. y =y [A4]
7. Jy(z =y) [MP, 6 e 5|
8. Vzdy(z =y) [Ge7T
|

6.4 Formulas equivalentes

Continuamos a apresentar alguns metateoremas cruciais para as demons-
tragoes formais. Desta vez, mostraremos teoremas da forma A <> B, que
serao uteis para a proxima secao, sobre forma normal prenexa.

Definigao 6.28. Dizemos uma férmula A é equivalente a uma féormula B
se A <> B é um teorema da logica de primeira ordem.
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Observe que “ser equivalente a” é uma relacao simétrica, isto é, se A é
equivalente a B entao B é equivalente a A. De fato, A < B é teorema
se, e somente se, B <> A é teorema. Por isso poderemos falar, a partir de
agora, que A e B sao equivalentes, quando A é equivalente a B. Também
¢é imediato ver que é uma relacao reflexiva — toda féormula é equivalente a si
mesma — e, usando algumas tautologias, provamos facilmente a transitividade
da equivaléncia, que enunciamos no préximo lema.

Lema 6.29. Se A ¢ uma formula equivalente a B e B € equivalente a C,
entio A e C sao equivalentes.

O lema seguinte é consequéncia imediata da definicao do conectivo <+ e do
Teorema 6.4. E uma formalizacao de um argumento muito comum: provamos
a equivaléncia entre duas afirmacoes provando cada uma das implicacoes.

Lema 6.30. Duas formulas A e B sao equivalentes se, e somente se, as
formulas A — B e B — A sao teoremas da logica de primeira ordem.

Usando o Teorema 6.24 podemos derivar uma nova regra de inferéncia:
férmulas equivalentes podem ser substituidas uma por outra em qualquer
momento.

Teorema 6.31. Suponha que D seja uma formula obtida a partir de uma
formula C' substituindo uma ou mais ocorréncias de uma subformula A (em
C') por uma formula B. Nesse caso, se A € equivalente a B entao C €
equivalente a D.

Demonstracao: Mostraremos que o teorema vale quando substituimos
uma ocorréncia de A. Para mais de uma substituicao, procedemos como
no Teorema 6.15, fazendo uma substituicao por vez.

Se A <> B é um teorema, entdo, por 6.24, (VzA) < (VzB) é um te-
orema, para qualquer variavel x. Da mesma forma, se F' é uma férmula,
como (A < B) = ((AAF) < (B A F)) é uma tautologia, usando modus
ponens concluimos que (AA F) <» (B A F) é um teorema. Analogamente, a
medida que compomos C' e D a partir de A e B usando os conectivos logicos
e o quantificador universal (tratando o existencial como uma abreviatura),
provamos que C' <> D é um teorema.

No final deste capitulo apresentamos, em um exercicio, sugestoes para
formalizarmos melhor essa demonstracao, usando inducao. |

Teorema 6.32. Se x ¢ uma varidvel que nao ocorre livre em A, entao A €
equivalente a VxA.
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Demonstracao: Do axioma A3 temos que (VzA) — A é um teorema. Pelo
Lema 6.30, precisamos provar que A — (VxA). De fato, temos:

1. A— A[Al]

2. V(A — A) [LeC]

3. (Vo(A = A)) = (A — VzA) [A2]
4. A—VYzA MP, 3 e 2]

Teorema 6.33. Se y ¢ uma varidvel que nao ocorre livre em A, entdao VrA
¢ equivalente a Yy[A]Y e JxA € equivalente a Jy[A]Y.

Demonstracao: De A3 e generalizacao temos Vy((VzA) — [A]Y). Como y
nao ocorre livre em A (e, portanto, em VxA), por A2 e modus ponens temos
(Vad) - (Fy[A]2).

Notamos que, como y nao ocorre livre em A, temos que [[A]Y]} é a
férmula A. Também observamos que x nao ocorre livre em [A]Y, visto que as
ocorréncias livres de x em A foram substituidas por y (estamos assumindo
que x e y sao, de fato, variaveis diferentes, pois, caso contrario, o teorema é
trivial). Assim, repetindo o argumento anterior, considerando [A]Y no lugar
de A e trocando as varidveis = e y, concluimos que (Vy[A]Y) — (VxA). Pelo
Lema 6.30 isso conclui a primeira parte do teorema. A segunda parte, sobre
os quantificadores existenciais, segue da primeira, usando a definicao de 4.

Teorema 6.34. Se x ¢ uma variavel que nao ocorre livre em B, entao
(VxA) A B € equivalente a V(A A B).

Demonstragao: Pelo Teorema 6.32, B ¢é equivalente a VxB. Logo, pelo
Teorema 6.31, a férmula (VzA) A B é equivalente a (VzA) A (VxB), que,
por 6.23 é equivalente a V(A A B). Do Lema 6.29 concluimos o teorema. l

Teorema 6.35. Se x e y sao varidveis tais que x nao ocorre livre em B ey
nao ocorre livre em A, entao (VxA) A (VyB) € equivalente a Ya¥Vy(A A B).
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Demonstracao: Por 6.34 sabemos que (VxA) A (VyB) é equivalente a
Vz(A A VyB). Por sua vez, essa equivale a Vo ((VyB) A A), por 6.31, dada a
equivaléncia entre A A VyB e (YyB) A A. Mas, usando a hipdtese de que y
nao ocorre livre em A, de 6.34 segue que (YyB)A A é equivalente a Vy(BA A)
e, portanto, a Vy(AA B). Usando novamente o Teorema 6.31 concluimos que
Vz((YyB) A A) equivale a VaVy(A A B). Portanto, segue do Lema 6.29 a
equivaléncia desejada. |

Teorema 6.36. Se x € uma varidvel que nao ocorre livre em A, entao A —
Vo B € equivalente a Yx(A — B).

Demonstracao: A implicagao (Vz(A — B)) — (A — VaB) é um axioma
do tipo A2. Pelo Lema 6.30 basta provarmos que
(A — VzB) - V(A — B)

é teorema. Observe que x nao ocorre livre em A, por hipdtese, nem em VB,
uma vez que todas as ocorréncias de x nessa férmula sao ligadas. Logo,
de 6.32 segue que A — VaB é equivalente a Vax(A — VaxB). Mas por A3
e generalizagao sabemos que Vx(VzB — B) é um teorema. Logo, podemos
facilmente provar, usando uma instancia de tautologia adequada (exercicio
ao leitor), que A — VaB é equivalente a

V(A — VaeB) AVz(VxB — B).
Mas essa, por sua vez, usando 6.23, equivale a

Va((A — VaB) A (VB — B)).
A seguinte féormula é a generalizacao de uma instancia de tautologia:

Vz(((A — VzB) A (VB — B)) — (A — B)).
Assim, pelos Teorema 6.20 e usando modus ponens concluimos que
Va(((A — VaB) A (VzB — B))) — VYz(A — B).
Portanto, aplicando o Teorema 6.31 chegamos ao teorema que buscavamos:
(A — VzB) —» Vz(A — B).
[ |

Teorema 6.37. Se x ¢ uma varidvel que nao ocorre livre em B, entao
(3zA) A B € equivalente a Fx(A N B).
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Demonstragao: Usando a definicao do quantificador existencial e algu-
mas equivaléncias entre os conectivos proposicionais, podemos verificar que
(3zA) A B equivale a =(B — Vz—A). Por 6.36 e pela hipétese de x nao
ocorrer livre em B temos que (B — Vr—A) equivale a Va(B — —A), que,
por sua vez, é equivalente a Vo—(A A B). Logo, =(B — Vz—A) equivale
a —Vz—(A A B), que é a férmula 3z(A A B). Usando a transitividade da
equivaléncia entre férmulas (Lema 6.29) concluimos o teorema. |

Teorema 6.38. Se x e y sao varidveis tais que x nao ocorre livre em B e y
nao ocorre livre em A, entao (3xA) A (JyB) € equivalente a FxIy(A N B).

Demonstracao: Aplique duas vezes o Teorema 6.37, analogamente ao que
foi feito na demonstracao do Teorema 6.36. Deixamos os detalhes para o
leitor. |

Teorema 6.39. Se x e y sao varidveis tais que x nao ocorre livre em B ey
nao ocorre livre em A, entao (VxA) A (JyB) € equivalente a VxIy(A N B).

Demonstracao: Andaloga aos Teoremas 6.36 e 6.38. |

6.5 Forma normal prenexa

Foérmulas equivalentes podem ser tratadas, em certo sentido, como a mesma
formula. Tal ideia sera formalizada no Apéndice B, e pode ser aplicada tanto
para férmulas da légica proposicional quanto para férmulas de uma lingua-
gem de primeira ordem. Podemos considerar, intuitivamente, que férmulas
diferentes mas equivalentes sao a mesma formula escrita de maneiras dife-
rentes. Ou seja, em formas diferentes. Para resultados tedéricos convém, por-
tanto, encontrarmos formas padroes para representar as formulas. No caso da
légica proposicional, vimos a forma disjuntiva normal. Na légica de primeira
ordem, a forma padrao das férmulas sera colocando todos os quantificadores
na frente. Considerando a linguagem possuindo apenas o quantificador V e
os conectivos — e A como simbolos primitivos — dentre os quantificadores
e conectivos — e considerando que toda dupla negacao pode ser eliminado
na férmula, mantendo a equivaléncia com a original (veja Teorema 6.31), a
seguinte definicao formaliza esse conceito.
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Definicao 6.40. [Forma Normal Prenexa/ Dizemos que uma férmula A estd
na forma normal preneza se toda subférmula de A da forma B AC nao possui
quantificador.

Por exemplo, uma férmula do tipo Vz3y A estd na forma normal prenexa.
Ja as férmulas (VzA) A (VyB) e (VzA) — B nao estao. O que os teoremas da
Secao 6.4 mostram sao varios casos em que podemos “passar para a frente”
os quantificadores de uma formula, tanto os universais quanto os existenciais.
Usaremos aqueles resultados para provarmos o seguinte teorema:

Teorema 6.41. Toda formula de uma linguagem de primeira ordem € equi-
valente a uma formula que estd na forma normal prenexa.

Demonstragao: Procederemos por indugao no grau de complexidade da
formula. Fixemos uma linguagem de primeira ordem. Fdérmulas atomicas
nao possuem quantificadores e ja estao, portanto, na forma normal prenexa.
Seja n > 0 um nimero natural. Assumamos, por indugao, que, toda férmula
de complexidade menor do que n é equivalente a alguma férmula na forma
normal prenexa. Seja C' uma férmula de grau n. Vamos provar que C é
equivalente a alguma férmula na forma normal prenexa.

Se C' é da forma Vx A, entao, por hipdtese indutiva, A é equivalente a
alguma férmula A’ que esté na forma prenexa. Como subférmulas da forma
A; A Ay de Vo A também sdo subférmulas de A, tem-se que VaxA' também
estd na forma normal prenexa, e, pelo Teorema 6.31, é equivalente a C. O
mesmo argumento se aplica quando C' é da forma —A.

Assumimos, entao, que C' é da forma A A B. Usando a hipdtese indutiva
e o Teorema 6.31 podemos assumir, sem perda de generalidade, que A e B
estao na forma prenexa. Vamos dividir a demonstracao em alguns casos.

Caso 1: B nao possui quantificadores.

Vamos proceder por indugao no numero de quantificadores em A. Ex-
plicando melhor, provaremos uma afirmacao a parte que diz o seguinte: se
A estd na forma prenexa e B nao possui quantificadores, entao A A B é
equivalente a uma férmula na forma prenexa.

Assumimos que A nao é da forma ——A’. De fato, se for dessa forma,
substituimos A por A’, procedendo igualmente com A’ caso ela prépria inicie
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com dupla negacao !. Assumimos, também, que A possui quantificadores,

pois, caso contrario, a férmula A A B ja estd na forma prenexa.

Como A estd na forma prenexa, o fato de possuir quantificador descarta
a possibilidade de ser da forma A; A Ay, ou mesmo —(A; A Ay). Sé resta
dois casos: ou A é da forma Vz A’ ou da forma JzA’ (lembrando que Jz é
abreviatura de =Vz—). Consideremos, primeiro, o caso em que A é da forma
vz A

Tome y uma variavel que nao ocorre livre nem em A nem em B. Pelos
Teoremas 6.33 e 6.31, A é equivalente a Vy[A']Y e A A B é equivalente a
(Vy[A']Y) A B. Como y nao ocorre livre em B, por 6.34 essa dltima é equi-
valente a Vy([A']Y A B). Mas [A’]Y tem um quantificador a menos do que
A. Logo, por hipdtese indutiva, existe uma féormula D na forma prenexa
equivalente a [A’]Y A B. Portanto, A A B ¢é equivalente a VyD, que estd na
forma normal prenexa.

Se A é da forma JdrA’ a prova é andloga ao caso VxA’, usando o Teo-
rema 6.37 no lugar de 6.34.

A partir de agora podemos assumir que tanto A quanto B comecam com
um quantificador.

Caso 2: (' é daforma (YuA")A(YvB'), onde u e v sdo varidveis
nao necessariamente distintas.

Sejam x e y variaveis que nao ocorrem nem em A’ nem em B’. Por 6.32
e 6.31 a férmula C é equivalente a

(Va[AT7) A (Vy[BTY),
que, pelo Teorema 6.35 é equivalente a

vavy([A'T, A [BT).

v

Notemos que A e B estarem na forma prenexa implica que A’ e B’ também
estao, e a troca de variaveis nao altera esse fato.
Isso conclui a prova para o caso 2. Restam ainda mais dois: quando C' tem
o formato (FuA’) A (FuB’) ou (VuA’) A (FuB’). As demonstragdes para esses
casos, no entanto, sao a mesma que para o caso 2, usando os teoremas 6.38
e 6.39 no lugar de 6.36.
|

10s mais preciosistas, que ndo se agradaram com essa explicacdo, podem provar por
indugao na complexidade das férmulas que toda férmula é equivalente a alguma férmula
que nao tenha dupla negagao.
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Excercicios

1. Verifique se cada uma das férmulas abaixo é um teorema da légica de
primeira ordem ou nao. Se for teorema, prove a partir dos axiomas e regras
de inferéncia, deixando claro qual axioma vocé estd usando, em cada passo.
Se nao for teorema, exiba um modelo que satisfaca sua negacao.

(a) VaIy(=(y = 2)) = Fy(=(y = 0));

(b) Vady(=(z = y));

(c) Vady(y <z) = Jyly <y);

(d) Vz2(0<z) > (0<z+2x) = (0<x) = V(0 < 2+ x));

(e) VaVy((z+1=0) = ((y=1) = (x + 1 =0))).

2. Usando a Definicao 6.3, justifique porque podemos incluir teoremas como
novos axiomas em demonstracoes. Isto é, se existe uma sequéncia de férmulas
em que cada uma é ou um axioma, ou um teorema, ou obtida a partir das

anteriores através de uma regra de inferéncia, entao a ultima férmula dessa
sequencia também é um teorema.

3. Vale a reciproca do Teorema 6.207 Isto é, para todas féormulas A e B e
toda variavel x a féormula

(VzA) —» (VzB)) — (Vz(A — B))

é um teorema? Se sim, prove. Se nao, dé exemplos de formulas A e B e de
um modelo que torna a férmula acima falsa.

4. Refaga as demonstracoes dos Teoremas 6.17, 6.18 e 6.19 sem utilizar
outros teoremas, mas apens os cinco esquemas de axiomas e as duas regras
de inferéncia originais.

5. Refaca a demonstracao do Teorema 6.31 com mais rigor, usando indugao
no grau de complexidade de férmula (dica: chame de m o grau de complexi-
dade de A <+ B e use indugao no grau de complexidade de C' <+ D).
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6. Sejam A um teorema de uma linguagem de primeira ordem e v uma
variavel que nao ocorre em A. Mostre que, se substituirmos todas as ocorréncias
de uma varidvel u em A (livres ou nao, e inclusive aquelas ao lado de um
quantificador) pela variavel v, a formula obtida também ¢é um teorema.

7. Escreva cada uma das féormulas abaixo na forma normal prenexa.
(a) (VexdyVaVzdw(x +y=2z-w)) A(x <y)A(z+w=0);

(b) Vady((y = =) = 32(z +y = 0));

(c) Vz# (x<0))V (Jz(x+1=0));

(d) Ve(0 <z AJy(x +y =1));

(e) (=(z=0)) = (Vy3z(y - z = 1)).



Capitulo 7

Metamatematica

Ja completamos o tripé da descricao da légica de primeira ordem: descre-
vemos os simbolos utilizados e as regras de formacao de férmulas a par-
tir dos simbolos (linguagem), descrevemos os significados dessas sequéncias
de simbolos, atribuindo uma nogao de verdade e falso para as férmulas
(semantica) e criamos um processo para provarmos férmulas verdadeiras
através de manipulagoes dos simbolos a partir de regras bem definidas (sis-
tema de axiomas).

Agora aplicaremos a matematica — que sera formalizada através da propria
légica de primeira ordem — para mostrarmos resultados sobre a logica. Como
esses resultados sao provados na metalinguagem, a respeito das linguagens
de primeira ordem, costumamos chamar de metamatemdtica a parte da ma-
tematica que estuda os teoremas sobre logica.

Dois dos principais resultados aqui apresentados sao os teoremas da correcao
e completude, que mostram a compatibilidade entre semantica e axioma-
tizacao, definidas nos dois capitulos anteriores. De certa forma esses teoremas
nos dizem que a axiomatizagao que criamos cumpre bem seu papel, nao pro-
vando nada mais (teorema da corre¢do) nem menos (teorema da completude)
do que as férmulas verdadeiras.

Encerraremos o capitulo com um esbogo da prova dos famosos teoremas
de incompletude de Godel. Superficialmente falando, o primeiro teorema de
incompletude afirma que qualquer sistema de axiomas consistente — isto €,
livre de contradicoes — capaz de formalizar a aritmética possui sentencas que
nao podem ser provadas nem refutadas. Pelo segundo teorema, tal sistema
nao pode provar que ele proprio é consistente.

Discutiremos alguns conceitos antes de provarmos esses teoremas.

115
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7.1 Consequéncia, consisténcia e independéncia

Quando se estuda légica e os fundamentos da matematica, é necessario pres-
tar atencao a diferenga dos conceitos de sentencas consistentes e teoremas.
Essa questao surge, inclusive, em algumas questoes envolvendo argumentacao
na linguagem natural. Vamos explicar essa diferenga com uma pequena ana-
logia, que servira, também, para antecipar o enunciado do teorema da com-
pletude.

Suponha que alguém é acusado de um crime e é julgado em um tribunal.
A discussao sobre a culpa do réu envolvera duas partes — o promotor e o
advogado de defesa — e sera julgada pelo juri.

Qual é o papel de cada uma dessas partes? O promotor tentara provar
a culpa do réu e o advogado tentara provar sua inocéncia, correto? Errado!
De fato, o promotor tentara provar a culpa do réu, mas o advogado, para ter
sucesso na sua defesa, ndo precisa provar a inocéncia do réu. Lembremos que
o onus da prova cabe ao acusador, ja que, pela lei, todos sao considerados
inocentes até que se prove o contrdrio. Dessa forma, o juri é instruido a,
havendo duvida razodvel sobre a culpa do réu, inocenta-lo.

Portanto, ao advogado de defesa cabe, apenas, convencer o juri de que
nao ha provas conclusivas da culpa do seu cliente. Isso nao prova que o réu
é inocente, mas que o cliente pode ser inocente.

O promotor, na tentativa de provar que o réu é culpado, levara ao tribu-
nal véarias evidéncias, e convencerd o juri de que a tunica explicacao possivel
para os fatos apresentados através das evidéncias, é o réu ter cometido o
referido crime. Uma das estratégias do advogado de defesa (quando esse nao
consegue refutar as evidéncias) é apresentar ao juri uma teoria alternativa
ao crime. Isto é, uma histéria hipotética segundo a qual seu cliente é ino-
cente e que explica todos os fatos comprovados pelas evidéncias apontadas
pela promotoria. Ele nao precisa provar que essa versao dos fatos, por ele
apresentada, ¢ a verdadeira, mas, sim, que essa versao € possivel.

Fazendo uma analogia entre a logica e o tribunal, a teoria alternativa
corresponde a um modelo. Provar que o réu é culpado corresponde a dizer,
na terminologia da légica, que a culpa do réu € um teorema. Mostrar que
¢ possivel que o réu seja inocente significa dizer que a inocéncia do réu é
consistente com os fatos apresentados. Isto é, nao podemos provar a culpa
do réu a partir das evidéncias, ou, equivalentemente, existe uma explicacao
plausivel para inocéncia do réu.

Como acontece com o promotor, em um tribunal, que quer provar a culpa
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do réu a partir dos fatos comprovados pelas evidéncias, também na ma-
tematica e na logica queremos saber quando uma sentenca ¢ consequéncia de
um conjunto de férmulas.

Consideremos um exemplo em algebra. Existem algumas sentencas que
sao conhecidas como axiomas de corpos, e chamamos de corpo qualquer con-
junto (modelo) para os quais essas sentengas sao verdadeiras. Agora, toma-
mos uma sentenca qualquer — digamos, Va(z - 0 = 0) — e queremos descobrir
se essa formula é um teorema da teoria dos corpos ou nao. Se provarmos
essa sentenga a partir dos axiomas de corpos (usando os axiomas légicos e as
regras de inferéncia) saberemos que tal sentenca serd verdadeira em todo mo-
delo que satisfaz os axiomas de corpos e dizemos que a férmula Vz(z -0 = 0)
é consequéncia dos axiomas de corpos.

Se, no entanto, quisermos provar que essa sentenga nao ¢ consequéncia
dos axiomas de corpos (e, portanto, nao é teorema da teoria dos corpos),
basta mostrarmos que existe um corpo no qual essa sentenca nao vale. Ou
seja, basta exibirmos um modelo que satisfaz todos os axiomas de corpos mas
nao satisfaz Vo (z - 0 = 0). Neste caso, dizemos que a negagao dessa férmula
é consistente com a teoria dos corpos.

Na analogia juridica, os axiomas de corpos seriam os fatos comprovados
pelas evidéncias e testemunhos, e um modelo que satisfaz todos os axiomas
de corpos mas nao a sentenca Vz(z - 0 = 0) corresponde a teoria alternativa
do crime. Neste caso, em particular, sabemos pelos cursos de dlgebra que
isso nao ocorre: nenhum corpo satisfaz Vz(z - 0 = 0), visto que esse é, de
fato, um teorema da teoria dos corpos.

Nessa discussao podemos perceber que existem duas nocoes de consequéncia.
Primeiro: a sentenca Va(z - 0 = 0) pode ser provada a partir dos axiomas
de corpo, utilizando o sistema de axiomas da logica de primeira ordem. Se-
gundo: todo modelo que satisfaz os axiomas de corpo satisfaz, também, a
féormula Vz(z - 0 = 0). Se a axiomatizagao da légica de primeira ordem fun-
cionar como esperamos, esses dois conceitos precisam ser equivalentes, e é
sobre isso que discutiremos a seguir.

Estabelecemos a seguinte notagao: se M é um modelo e I' é um conjunto
de férmulas da mesma linguagem, denotaremos por M = I' quando M = A,
para toda féormula A pertencente a I'.

Definicao 7.1. Dizemos que A é consequéncia semantica de I' em uma lin-
guagem L se, para todo modelo M da linguagem, se M = I" entdo M = A.
Denotamos I' =, A quando A for consequéncia semantica de I' na lingua-
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gem L. Quando estiver claro no contexto qual é a linguagem L, escrevemos
apenas I' = A.

O subescrito L é necessario a priori na definicao, pois precisamos nos
certificar de que tomamos um modelo da linguagem fixada. Porém, veremos
mais a frente que isso ndo tem importancia. Quando lemos I' = A, conside-
ramos a linguagem que contém todos os simbolos que ocorrem nas férmulas
em I' e na formula A. A sintaxe da linguagem permite distinguirmos o tipo
de cada simbolo (funcional, relacional ou constante, e quantos parametros
possui). Eventuais simbolos adicionais na linguagem nao altera o conceito
de consequéncia semantica. Ou seja, se L é uma linguagem a qual as férmulas
em I' U {A} pertencem, e L' é uma linguagem que estende L — isto é, que
contém todos os simbolos de L e mais alguns — entdo I' = A se, e somente
se, I' =1 A. Deixamos a demonstracao desse fato como exercicio ao leitor.

Observe que uma férmula ser consequéncia semantica do conjunto vazio
significa ser verdadeira em todo modelo. De fato, pelo usual argumento de
vacuidade sempre temos M = (), para qualquer modelo M, pois o conjunto
vazio nao tem nenhuma férmula que atesta o contrario. Portanto, ) = A
significa que para todo modelo M vale M = A.

Uma terceira observagao, bastante crucial, diz respeito do papel das va-
loragoes na definicao de consequéncia semantica. Destrinchando essa de-
finicao, incorporando a definicao de validade em um modelo, temos o se-
guinte: I' = A se, e somente se, para todo modelo M, se, para toda valora¢ao
o temos (M, o) =T, entao para toda valoragao 6 temos (M, 0) E A. Usa-
mos, na frase anterior, propositalmente simbolos diferentes para salientar
que a primeira valoragao o pode nao ser a mesma que ¢. O leitor poderia
confundir essa definicao com a seguinte, que possui uma sutil diferenca: para
todo modelo M e para toda valoragao o, se (M,o) =T entio (M, o) = A.

Vamos dar um exemplo para esclarecer a diferenca das duas possiveis
defini¢oes. A férmula 0 = 1 ¢é consequéncia semantica da férmula x = 1 (ou
melhor, do conjunto de formulas {x = 1}). De fato, se M = = = 1, isso
significa o(z) = 1™ para toda valoragio 0. Em particular, 1" é o tnico
elemento do dominio de M. Portanto, 0*(0) = ¢*(1) para toda valoragao o,
o que implica que M =0 = 1.

Por outro lado, na “definicao alternativa” 0 = 1 nao seria consequéncia
semantica de x = 1, pois (M, o) = & = 1 nao implica (M,0) = 0 = 1.
Podemos ter que essa valoracao o, em particular, atribui a = o valor 1", que
pode ser diferente de 0M.
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Notemos, portanto, que a definicao de consequéncia semantica foi feita
de modo a “validar” a regra de inferéncia da generalizacao. Isto é, se I' |= A,
entdo I' = Vz A.

A préxima nogao de consequéncia é aquela em que provamos alguma
férmula a partir de outras (por exemplo, quando provamos um teorema de
algebra a partir dos axiomas de corpo), conforme a defini¢ao a seguir.

Definicao 7.2. Em uma linguagem de primeira ordem L, sejam A uma
formula e I' um conjunto de férmulas. Dizemos que A é consequéncia sintdtica
de I" (e denotaremos por I' = A) se A pode ser provada a partir de I". Isto é,
se existe uma sequéncia de férmulas, (A;)o<i<, tal que A, é a férmula A e,
para cada ¢ < n, pelo menos uma das seguintes assercoes ¢ verdadeira:

e A, é um axioma;

e A, pertence a I';

e Existem j < 7 e uma varidvel x tal que A; é a férmula Vo Aj;
e Existem j,k <7 tal que Ay ¢ a férmula A; — A;.

O principal resultado deste capitulo serd provar que consequéncia sintatica
é equivalente a consequéncia semantica. Isso significa nosso sistema de axio-
mas é correto — isto é, sé prova afirmacgoes verdadeiras - e completo — isto €,
prova todas as afirmacoes verdadeiras.

Definicao 7.3. Um conjunto I' de férmulas é consistente se =(z = x) nao é
consequeéncia sintatica de I'.

Uma férmula A é consistente com um conjunto de férmulas I" se T U {A}
¢é consistente.

Uma sentenca A é indecidivel em relagao a um conjunto de férmulas I" se
A e = A sdo consistentes com I

Uma formula A é relativamente consistente com um conjunto de férmulas
I" se I' é inconsistente ou I' U { A} é consistente.

Uma sentencga A é independente de um conjunto de férmulas I se A e =A
sao relativamente consistentes com I'.

Notemos que, se um conjunto I' de férmulas é inconsistente, nao apenas
a férmula —(z = x) é consequéncia sintdtica de I', mas todas as férmulas
da linguagem. De fato, (z = z) — ((=(x = z)) — A) é uma instancia de
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tautologia, qualquer que seja a férmula A. Se —(z = z) pode ser provada
a partir de I', usando o axioma x = z e a regra modus ponens duas vezes
provamos A.

Por outro lado, se provarmos alguma férmula e sua negacao a partir de
I', provamos qualquer outra férmula, e teremos I' inconsistente.

Apébs mostrarmos a equivaléncia entre consequéncias sintatica e semantica
mostraremos que um conjunto I' de férmulas é consistente se, e somente se,
existe um modelo M tal que M =T

As definicoes de consisténcia relativa e independéncia se justificam por
causa de um dos teoremas de incompletude de Godel, que afirma que um
sistema (em certas condigoes) nao pode provar sua prépria consisténcia. As-
sim, nao conseguimos provar que I' U { A} é consistente por nao sabermos a
respeito da consisténcia do proprio I'. Mas, se A é relativamente consistente
com I', sabemos, ao menos, que, se existir alguma inconsisténcia em I'U{A},
ja existia anteriormente em I Eo que acontece, por exemplo, com o axioma

N

da escolha em relacao a teoria dos conjuntos. Nao podemos garantir que
a teoria dos conjuntos é consistente, mas existe uma demonstracao de que
o axioma da escolha é relativamente consistente com os outros axiomas da
teoria dos conjuntos de Zermelo e Fraenkel. Portanto, se ha alguma incon-
sisténcia na teoria dos conjuntos com o axioma da escolha, essa inconsisténcia
ja existe mesmo se tirarmos o axioma da escolha. Nao é dele “a culpa” por
uma eventual contradi¢ao que encontremos nos axiomas de ZFC.
Encerramos esta secao mostrando o teorema da compacidade, que, apesar
de ser um resultado simples, é um dos mais importantes, no estudo de logica

de primeira ordem, e segue do fato das demonstracoes serem finitas.

Teorema 7.4 (Compacidade). Seja I' um conjunto de formulas e suponha
que todo subconjunto finito de I' € consistente. Entdo 1" € consistente.

Demonstracao: Suponha que I' seja inconsistente. Seja (A;);<, uma de-
monstragao de =(x = z). Considere I'y o conjunto das férmulas A; tais que
i <neA; €' Temos que I'y é finito e A; € T'y sempre que A; € I'.
Logo, (A;)i<n também é uma demonstragdo de —(x = x) a partir de Iy,
contradizendo que I'y é consistente. |

Na Segao 7.4 discutiremos uma das mais célebres aplicacoes do teorema
da compacidade. Mas, para isso, precisamos, primeiro, dos teoremas da
correcao e completude.



7.2. TEOREMA DA CORRECAO 121

7.2 Teorema da correcao

A escolha dos axiomas e regras de inferéncia do sistema de axiomas da légica
de primeira ordem nao foi feita por acaso. O sistema deve ser compativel com
a semantica, no sentido de que deve provar apenas as férmulas verdadeiras
e — o que é mais dificil — ser capaz de provar qualquer férmula verdadeira.
Ou seja, o sistema de azxiomas foi definido de modo que os conceitos de
consequéencia semantica e sintdtica sejam equivalentes. Como discutimos na
Secao 7.1, se provamos uma formula A a partir dos axiomas de corpo, espe-
ramos que todo corpo (isto é, um modelo que satisfaz os axiomas de corpo)
satisfaca a formula A. Reciprocamente, se em todo corpo vale a férmula A
esperamos que exista uma demonstracao de A a partir dos axiomas de corpo.
Se uma dessas afirmacoes falhar, ha algo errado com a nossa concepcao de
demonstracao e precisamos revé-la. Os teoremas da correcao e completude
garantem que a axiomatizacao da logica funciona como esperado. O da
correcao mostra que consequeéncia sintatica implica consequéncia semantica,
e da completude mostra que consequéncia semantica implica consequéncia
sintatica.

Provaremos, nesta secao, o teorema da correcao. Antes, precisamos de
alguns lemas, sendo que cada um servira para provar a satisfatibilidade de
um esquema de axiomas em um modelo arbitrario. As demonstracoes dos
lemas que se seguem apresentam uma certa dificuldade técnica e precisam ser
estudadas com bastante calma, pois servirao para compreendermos melhor
a semantica da logica de primeira ordem e o conceito de substituicao boa de
variaveis.

Lema 7.5. Sejam x uma varidvel e A uma formula que nao possui ocorréncia
livre de x. Sejam M um modelo e o e 6 valoragdes tais que o(y) = 6(y),
para toda varidvel y diferente de x. FEntio (M,o) = A se, e somente se,

(M, 0) |= A.

Demonstragao: Consequéncia imediata do Teorema 5.3, pois as duas va-
loragoes sao iguais para todas as varidveis diferentes de x. Como, por
hipdtese, x nao ocorre livre em A, em particular o e € sao iguais em to-
das as variaveis que ocorrem livres em A. [ |

Lema 7.6. Sejam x uma varidvel, t um termo e A uma formula em que toda
ocorréncia de x € livre para t. Sejam M um modelo e o e 0 valoragoes tais
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que 0(z) = o*(t) e o(y) = 0(y), para toda varidvel y diferente de x. Entao
(M, 0) = A se, e somente se, (M, o) = [A]L.

Demonstragao: Fixando z, t e M como no enunciado, mostraremos o
lema por indugao na complexidade da férmula A. O lema é trivial para as
formulas atomicas, pois 6(z) = o*(t) implica que 6*(s) = o*([s]}). Como
[—A]L = —[A]L e [A A B]L = [A]L A [B]%, também é facil verificar que, se o
lema vale para A e B, vale para =Ae AA B.

Assumindo que o lema é verdadeiro para uma féormula A, provaremos que
é verdadeiro para a férmula VA e as do tipo VyA, onde y nao é a varidavel
x.

O primeiro caso é imediato do Lema 7.5, uma vez que [Vz A% é a prépria
formula VxA — pois a substituigdo s6 é feita nas ocorréncias livres — e as
valoragoes o e 6 coincidem nas variaveis diferentes de x.

Considere y uma variavel diferente de x e suponha que o lema é verdadeiro
para uma féormula A. Suponha que (M, 0) = VyA e que ¢ é uma valoracao tal
que o(z) = 6(z), para todo z diferente de z, e que o*(t) = 0(x). Mostraremos
que

(1) (M, 0) = Vy[AL,

quando as hipdteses do lema forem satisfeitas.

Analisemos o caso em que y ocorre no termo t. Se x nao ocorre livre em
A, a férmula Vy[A]}, é a prépria formula VyA e (1) segue da hipétese e da
definicao de satisfatibilidade para o quantificador universal. Se x ocorre livre
em A, entao essa ocorréncia nao é livre para t em VyA, visto que x esta no
escopo de y e y ocorre em t. Assim, por contradizer as hipéteses do lema,
esse se torna automaticamente verdadeiro para VyA.

Podemos, portanto, assumir que y nao ocorre no termo ¢.

Seja oy uma valoragao tal que o¢(2) = o(z), para toda varidvel z diferente
de y. Defina 0y(y) = oo(y) e 0o(z) = 0(2), para todo z diferente de y. Em
particular, 6y(z) = 6(x) = o*(t). Como y nao ocorre em t, o*(t) = o(t). Por
outro lado, temos (M, ) = A. Portanto, pela hipdtese indutiva, (M, oq) =
[A]L, provando que (M, o) | Vy[A]L.

Agora assumimos que (M, o) = Vy[A]L e provaremos que (M, 0) = VyA.
Seja 6y uma valoracao tal que 0y(z) = 0(z), para toda variavel z diferente de y.
Defina uma valoragao o tal que oo(y) = 0y(y) e 0o(z) = 0(z), para as demais
variaveis z diferentes de y. Analogamente ao que foi provado na reciproca,
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temos que (M, 0gg) = [A]L e, pela hipdtese de indugao, (M, 6y) = A, de onde
concluimos que (M, 0) = VyA. [ |

Lema 7.7. Sejam x e y varidveis e A e B formulas tais que B € obtida a
partir de uma substituicao de x por y em uma ocorréncia em A livre para x
ey. Sejam M um modelo e o e uma valoragdo tais que o(x) = o(y). Entdo

(M, o) E A se, e somente se, (M,o) =B .

Demonstragao: Fixados o modelo M e as varidveis x e y, provaremos o
lema por indug@o na complexidade de A.

Se s é um termo obtido pela substituicao de uma variavel z por y em um
termo ¢, e 0 uma valoragao tal que o(z) = o(y), é facil provar, por indugao
na complexidade dos termos, que o*(s) = o*(t). Disso segue que o lema é
verdadeiro para férmulas atomicas. O passo indutivo também ¢ trivial para
os conectivos — e A.

Suponha que a hipétese indutiva vale para uma férmula A. Mostraremos
que o lema é verdadeiro para as formulas do tipo VzA. Se z é a variavel x
ou y o lema é verdadeiro, visto que todas as ocorréncias das variaveis em A
estao no escopo de z. Assumimos, portanto, que z nao é a variavel x nem
a variavel y, e supomos que (M, o) = VzA. Mostraremos que (M, o) = C,
onde C' é obtida a partir de uma substituicao boa de x por y em VzA.

Esté claro que C' é da forma Vz(B), onde B é obtida a partir de uma
substituigao boa de z por y em A. Seja § uma valoracao tal que 0(v) = o(v),
para toda varidvel v diferente de z. Temos que (M,0) = A. Como z e y
sao diferentes de v, temos que 0(x) = o(z) = o(y) = 0(y). Portanto, pela
hipétese indutiva, (M, o) = B, como querfamos. A reciproca é andloga. W

Teorema 7.8 (da Corregao). Sejam L uma linguagem de primeira ordem,
' um conjunto de formulas de L e A uma formula de L. Se I' = A entdo

I E A

Demonstragao: Provaremos, inicialmente, que todos os axiomas sao ver-
dadeiros em qualquer modelo. Isso claramente vale para as instancias de
tautologia e férmulas do tipo x = x. Analisaremos os axiomas dos esquemas
A2, A3 e Ab.

Suponha que existem um modelo M, uma variavel x, uma férmula B e
uma férmula A que nao possui x como variavel livre tais que M nao satisfaz
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(Vz(A — B)) — (A — (VaB)). Isso significa que existe uma valoragao o tal

o (M,0) E (Vz(A — B)) NAN-VxB.

Como (M,0) = —VxB, existe uma valoragao 6 tal que 0(y) = o(y),
para toda varidvel y diferente de x, e (M,0) = —=B. Como x nao ocorre
livre em A, pelo Lema 7.5 temos que (M,0) E A. Mas, como 6 coincide
com o em todas as varidveis diferentes de z e (M, 0) = V(A — B), temos
(M, 0) = A — B, contradizendo que A e =B sao verdadeiros nesse modelo.

Agora consideremos um axioma do esquema A3. Sejam A uma férmula,
t um termo e x uma variavel que nao possui ocorréncia em A no escopo de
alguma variavel que ocorre em t. Sejam M um modelo e ¢ uma valoracao.
Suponhamos, por absurdo, que M nao satisfaz (VxA) — [A]L mediante a
valoracao o. Isso significa que

(1) (M, 0) = (Vo A) A= [A]L.

Seja 0 a valoragao tal que 0(x) = o*(t) e O(y) = o(y), para toda variavel y
diferente de z. Temos que (M, 0) = A, o que, pelo Lema 7.6, implica que
(M, o) E [A]L, contradizendo (1).

A validade dos axiomas do esquema A5 segue facilmente do Lema 7.7.

Uma vez provada a validade dos axiomas, concluimos a demonstragao
do teorema da correcao por indugao no comprimento das demonstragoes do
teorema. Isto é, suponhamos que o teorema é verdadeiro para as féormulas
que possuem demonstragoes com até n férmulas. Sejam A um teorema e
(Ai)o<i<n uma sequéncia de férmulas como na Defini¢ao 7.2. Seja M um
modelo que satisfaz todas as féormulas que pertencem a I'. Pela hipdtese de
inducao todas as férmulas A;, para ¢ < n sao validas em M. Para provarmos
que M satisfaz A, — que é a férmula A — consideraremos os quatro casos da
Definicao 7.2.

e Se A, pertence a I' entdo M = A, pela hipétese.

e Se A, é um axioma, provamos que M | A,.

Se existem ¢ < n e x variavel tais que A, é a formula VzrA; entao, pela
hipétese indutiva, M = A;. Isso significa que, para toda valoragao o

temos (M, o) = A;. Logo, M = VzA;.

Se existem ¢, j < n tais que A; é a féormula A, — A,,, como M = A, e
M A, temos M |= A,.
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Corolario 7.9. Sejam I' um conjunto de formulas de uma linguagem de
primeira ordem e M um modelo para a mesma linguagem tal que M = T.
Entao I' € consistente.

Demonstragao: Se I' é inconsistente, I' = —=(z = z) e, pelo Teorema 7.8,
I' E =(z = z). Quando M = I isso implica que M |= =(z = z), contradi-
zendo que M = x = x. [

7.3 Teorema da completude

Mostraremos nesta secao um dos resultados mais importantes da logica de
primeira ordem: toda férmula verdadeira pode ser provada. Ou seja, nosso
sistema de axiomas nao apenas ¢é correto, provando apenas férmulas verda-
deiras, como também é completo, provando todas as formulas verdadeiras.
Antes desenvolveremos uma série de resultados, comecando com o teorema
da deducao.

Teorema 7.10 (da Dedugao). Sejam L uma linguagem, I' um conjunto de
formulas, A uma sentenca e B uma formula. Entao T'U {A} b B se, e
somente se, ' A — B.

Demonstragao: Provaremos que I'U{A} F B implica ' H A — B. A
outra implicacao segue imediatamente da regra modus ponens.

Primeiro mostraremos que podemos assumir, sem perda de generalidade,
que I' é um conjunto de sentencas. Para isso, definimos o fecho universal de
uma formula F' a féormula V... Ve, F', onde 24, ..., x, sdo as variaveis livres
de F'. Pelo esquema de axiomas A3 e por modus ponens, se o fecho universal
de F' pertence a I' entao F' é consequéncia sintatica de I'. Por outro lado, se
F pertence a I, pela regra da generalizacao temos que o fecho universal de F’
é consequéncia sintdtica de I'. Assim, se tomarmos I o conjunto dos fechos
universais das férmulas que pertencem a I', uma férmula é consequéncia
sintatica de I se, e somente se, o é de I'. Portanto, tomando I'" no lugar de
I', assumimos que todas as férmulas de I' nao possuem variaveis livres.

Fixados L e I', provaremos o teorema por indugao no comprimento da
demonstracao. Isto é, nossa hipdtese indutiva diz que, para toda sentenca A’
e férmula B, e todo m < n, se existe uma sequéncia de férmulas (A});<, que é
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uma demonstracao de B” a partir de 'U{A’}, entao existe uma demonstragao
de A" — B’ a partir de T

Suponha que B é uma férmula, A uma sentenca e (4;);<, uma demons-
tragao de B a partir de I' U {A}. Temos trés possibilidades. No primeiro
caso, B é um axioma ou um elemento de I' U{A}. Se B é um axioma ou
pertence a I', como B — (A — B) é uma instancia de tautologia, por modus
ponens deduzimos A — B a partir de I'. Se B é a proépria formula A, entao
A — B é aféormula A — A, que é uma instancia de tautologia.

No segundo caso, B é obtida a partir de modus ponens. Isso significa que
existem ¢,j < n tais que A; é a férmula A; — B. Pela hipdtese indutiva,
'FA— Ajel'-A— (A; — B). Por outro lado, a seguinte férmula é uma
instancia de tautologia:

(A= A;) = (A~ (A; — B)) = (A B)).

Logo, usando modus ponens duas vezes, obtemos I' - A — B.

No terceiro caso assumimos que B é obtida a partir da regra da gene-
ralizacao. Sejam ¢ < n e x varidvel tal que B é a férmula VxA;. Pela
hipétese indutiva temos I' H A — A;. Pela regra da generalizacao temos
I'FVz(A — 4A;). Como A nao possui varidveis livres, pelo esquema A2 e
por modus ponens temos I' - A — (VzA;), como querfamos. [ |

Corolario 7.11. Se I € um conjunto consistente de sentencas de uma lingua-
gem de primeira ordem e A é uma sentenga dessa linguagem, entdo I'U{A}
ou I'U{=A} € consistente.

Demonstracao: Se I'U{A} e I'U{—A} s@o ambos inconsistentes, entao
FU{A} F =(x = 2z) e TU{-A} F —=(z = z). Pelo Teorema 7.10 temos
'rA— ((xz=2)) el (-A) — (=(z = z)). Logo, pelo Teorema 6.13,
temos I' = —(z = x). Portanto, I" é inconsistente. [ |

Corolario 7.12. Se ' € um conjunto consistente de sentencas de uma lingua-
gem de primeira ordem e A é uma sentenca dessa linguagem, entio I' U {A}
€ consistente se, e somente se, 7 A nao € consequéncia sintatica de I'.

Demonstragao: Se I'U{A} é consistente entédo é trivial que =A nao pode
ser consequéncia sintética de I'. Suponha que I' U {A} é inconsistente. Isto
é, TU{A} F —=(z = z). Pelo teorema da deducao I' - A — (—=(x = x)). Pelo
teorema 6.12 temos que I' - (z = x) — = A. Usando o axioma A4 e modus
ponens concluimos que I' - —A. |



7.3. TEOREMA DA COMPLETUDE 127

Definicao 7.13. Dizemos que um conjunto A de sentencas de uma lingua-
gem de primeira ordem L é mazimalmente consistente se é consistente e,

para todo conjunto A de sentencas de L, se A é consistente e A C A entao
A=A

Lema 7.14. Seja A um conjunto maximalmente consistente de sentencas de
uma linguagem de primeira ordem.

(a) Para toda sentenca A da linguagem L, ou A € A ou ~A € A, e nao
ambos.

(b) Duas sentencas A e B pertencem a A se, e somente se, A\ B pertence

a A.

(c) Para toda sentenca A da linguagem L, temos A+ A se, e somente se,
AeA.

Demonstragao: Pelo Corolédrio 7.11 temos que A U {A} ou AU {—A} é
consistente. Como A nao estd contido propriamente em nenhum conjunto
consistente, entdo ou A ou —A pertence a A. Porém, como A — ((—=A4) —
(=(x = x))) é uma instancia de tautologia, se A e = A pertencessem a A
terfamos A inconsistente. Provamos a parte (a) do lema.

Se A € A obviamente temos A F A. Reciprocamente, se AF Ae A ¢ A
pela parte (a) temos =A € A. Repetindo o argumento do pardgrafo acima
disso segue que A é inconsistente. Provamos, assim, a parte (c¢) do teorema.
A parte (b) segue imediatamente de (c). [

Lema 7.15. Se I € um conjunto consistente de sentencas de uma lingua-
gem L, existe um conjunto maximalmente consistente de sentencas de L que
contém o conjunto I'.

Demonstragao: Seja (A,),en uma enumeragao de todas as sentengas da
linguagem L !.

Definimos Ay = I'. Uma vez definido A,,, definimos A,,; = A, U {A,},
se A, U{A,} é consistente, e A,,; = A, U {-A,}, caso contrario. Por
inducao e pelo Corolério 7.11 temos que A,, é consistente, para todo n. Seja
A a uniao de A, paran € N. Isto é, A é o conjunto de todas as férmulas

LA existéncia dessa enumeracdo serd melhor justificada na Secdo 7.5, quando falarmos
da numeracao de Godel
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que pertencem a A,, para algum n. Pelo teorema da compacidade, A é
consistente. Mostraremos que A é maximalmente consistente.

Suponhamos que existe A’ um conjunto consistente de sentengas de L tal
que A C A’ e existe uma sentenca A € A’ que nao pertence a A. Como
A é alguma sentenca A,, temos, entao, que —=A € A e, portanto, —A € A/,
contradizendo que A’ é consistente. [ |

O teorema da completude sera um corolario do teorema de Henkin, que
prova que todo conjunto consistente de sentencas é validado por algum mo-
delo. A ideia central da prova de Henkin é adicionar a linguagem constantes
que “testemunham” a validade de sentengas existenciais. O dominio do mo-
delo que construimos para I' é o conjunto dessas constantes, quocientado
por uma relacao de equivaléncia adequada. A interpretacao dos simbolos
relacionais e funcionais serd definida a partir de um conjunto maximalmente
consistente que estende I'.

Lema 7.16. Seja I' um conjunto consistente de sentencas de uma linguagem
de primeira ordem L. Sejam A uma formula de L com uma varidvel livre x e
¢ uma constante da linguagem que nao ocorre em A nem em qualquer formula
que pertence a I'. Entao o conjunto I' U {(JzA) — [A]S} € consistente.

Demonstragao: Suponha que o conjunto I' U {(3zA) — [A]S} nao é con-
sistente. Pelo Coroldrio 7.12 temos que I' F —((3zA) — [A]¢). Logo,
I'F (3z(A)) A (—[A]S). Em particular, I' - JzA e I' F —[A]S.

Tome y uma varidavel que nao ocorre em nenhuma férmula utilizada na
demonstragao de =[A]¢. Seja (A;);<, uma demonstragao de —[A]¢. Considere
B; a formula obtida pela substituicao de todas as ocorréncias de ¢ por y, em
A;. Notemos que (B;)i<, ¢ uma demonstracao de =[A]Y. De fato, se A; é um
elemento de I', por hipétese A; nao possui ocorréncia de ¢ e, portanto, B; é
igual a A;. Se A; é um axioma, como y nao ocorre em A;, entao B; também
¢ um axioma (verifique isso para cada esquema de axiomas). Se A; é obtida
a partir de modus ponens ou generalizacao, também é facil verificar que B;
é obtida a partir de (B;),<;.

Concluimos que I' F —[A]Y. Pela regra da generalizagdo temos I' +
Vy(—[A]Y). Observamos que nenhuma ocorréncia de y em [A]Y estd no escopo
de x ou de y, uma vez que as primeiras substituicoes de x por y s6 foram feitas
nas ocorréncias livres de x. Logo, [[A]Y]¥] é a féormula A. Portanto, usando

zly
o esquema de axiomas A3 e modus ponens, concluimos que I' H =A. Pela
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regra da generalizacao temos que I' - Vo (—A). Mas Vz(—A) é equivalente a
—dz A, contradizendo a consisténcia de I'; ja que I' - dz A.
[ |

Teorema 7.17 (Henkin). Se I' é um conjunto consistente de sentencas de
uma linguagem de primeira ordem L, existe um modelo M da linguagem L

tal que M =T.

Demonstragao: Considere L’ a linguagem L acrescida de uma quantidade
infinita enumeravel de constantes, que serao indicadas por cg,c1,...,Cn, .. ..
Seja (A, )neny uma enumeragao de todas as sentengas da linguagem estendida
L’ que séo da forma Jz(A).

Notamos que I" também é um conjunto consistente de féormulas da lin-
guagem L’.

Definimos I'g = I'. Assumimos que temos definido I',, definimos

Lo =1, U{(3zA4) — [A]S}
onde Jx A é a sentenca A, e i é o menor nimero natural tal que ¢; ndo ocorre
nas féormulas A;, para j < n.

O Lema 7.16 garante que cada I',, é consistente. Portanto, pelo teorema
da compacidade, o conjunto I' = Unen In € consistente.

Pelo Lema 7.15 existe um conjunto maximalmente consistente A de sen-
tencas de L’ que contém T.

Seja S o conjunto das constantes (¢;)ien. Em S definimos a relagdo ~
como ¢; ~ ¢; se, e somente se, a féormula ¢; = ¢; pertence a A. O Lema 7.14,
parte (c), e os teoremas 6.17, 6.18 e 6.19 garantem que ~ é uma relacao de
equivaléncia (veja a Sec¢ao 3.5). Seja D = S/ ~. Isto é, D é o conjunto das
classes de equivaléncia [¢;], onde [¢;] = {¢; : ¢; ~ ¢;}. Pelo Teorema 3.14,
[ci] = [c;] se, e somente se, ¢; ~ ¢;.

Definiremos um modelo M. O dominio de M serda o conjunto D. Se
R é uma relacao n-aria da linguagem L, definimos a interpretacao de R no
modelo M da seguinte forma:

([ei,], - -+ [ei,]) € RM se, e somente se, R(ci,,...,ci,) € A

Precisamos verificar que essa definicao independe da escolha dos repre-
sentantes. Isto é, ¢;, ~ ¢;, implica que R(c;,...,¢;,) € A se, e somente se,
R(cj,,...,cj,) € A. Mas essa afirmagao ¢ verdadeira, pelo Teorema 6.15.
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Seja F' um sfmbolo funcional n-ario. Vamos definir FM([c; ], ..., [ci.]).
Mostramos no Teorema 6.27 que Vz3y(y = x) é um teorema da ldgica
de primeira ordem. Usando modus ponens e o esquema A3 para o termo
F(ciy, .., ¢,), concluimos que a seguinte sentenga é um teorema:

y(y = Fciy, - 5¢i,))-
Pela construcao de A, existe uma constante ¢; tal que a sentenca
(Ely(y = F(CiN ce 7Cin)) — (Ci = F(Ci17 e acin))

pertence a A.
Assim, por modus ponens e pelo Lema 7.14, parte (c), concluimos que

¢ = F(cy,...,c,) pertence a A. Se existir outra constante c; tal que
¢;j = F(ciy,...,c,) pertence a A, é facil provar que ¢; = ¢; pertence a A
e, portanto, [¢;] = [¢;]. Portanto, podemos definir

FM[ew], - la]) = [ed.

A demonstracao de que essa definicao independe da escolha dos represen-
tantes das classes de equipoléncia é analoga ao caso dos simbolos relacionais.

Falta interpretarmos as constantes que estao em L. Procedemos da mesma
forma que no caso dos simbolos funcionais. Sendo ¢ uma constante de L,
encontramos uma constante ¢; tal que ¢ = ¢; pertence a A, e definimos
M = [ci].

Isso conclui a definicao do modelo M. Mostraremos que, para toda sen-
tenca A da linguagem L’, temos

(1) M |= A se, e somente se A € A

Provaremos (1) por indugao no grau de complexidade da férmula A, as-
sumindo como simbolos primitivos 3, A e = (normalmente consideramos V).
Observamos que [A]%, tem o mesmo grau de complexidade de A.

Se A é uma férmula atomica, (1) segue imediatamente da defini¢ao das
interpretagoes dos simbolos relacionais e funcionais no modelo M. Suponha
que (1) é verdadeiro para as férmulas de grau menor que n, para algum n > 1.
Mostraremos que (1) vale para as férmulas de grau n. Seja A uma férmula
de grau de complexidade n. Se A é da forma =B ou BAC, a validade de (1)
segue da hipotese indutiva e do Lema 7.14.
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Suponha que A seja da forma dxB, onde B tem grau de complexidade
n — 1. Provemos, primeiro, que se A pertence a A entao M = A. De
fato, pela construcao de A, existe uma constante ¢; tal que (JxB) — [B]%
pertence a A. Por modus ponens temos que [B]S pertence a A. Pela hipétese
de indugao, (1) vale para B e [B|%. Logo, M = [B|%. Isto é, (M, o) = [B]<,
para toda valoragdo o. Tomando o uma valoragao tal que o(z) = ¢cM, pelo
Lema 7.6 concluimos que (M, o) = B. Logo, M = JzB.

Reciprocamente, suponhamos, por absurdo, que M | JxB e JxB nao
pertence a A. Seja o uma valoragao tal que (M, o) = B. Fixe uma constante
¢; tal que o(z) = [¢;]. Pelo Lema 7.6 temos que (M, o) = [B]%. Como [B]%
nao tem variaveis livres, pelo Coroldrio 5.4, temos que M |= [B]$. Pela
hipétese de indugao temos que [B]% € A.

Como assumimos que JxB nao pertence a A, pelo Lema 7.14, (a), a
sentenga —3x B pertence a A. Mas essa sentenca é equivalente a Vo (—B),
e (Vz(=B)) — (—[B]¢) é um axioma do esquema A3. Por modus ponens
temos que A F —[B]S e, pelo Lema 7.14, item (c), —[B]% pertence a A,
contradizendo que A é consistente, e concluindo a prova de (1).

Portanto, de (1) concluimos que M = A. Em particular, M |= T,
pois I' € A. Como nenhuma das constantes (¢,)nen ocorre nas férmulas de
I', se considerarmos o modelo M sem as interpretacoes dessas constantes,

provamos que I' é verdadeiro em um modelo para a linguagem L. |

Teorema 7.18 (da Completude). Sejam L uma linguagem de primeira or-
dem, T' um conjunto de férmulas de L e A uma férmula de L. Se ' = A
entdo I' = A.

Demonstragao: Como fizemos na demonstracao do teorema da dedugao,
podemos assumir que os elementos de I' e a férmula A nao possuem variaveis
livres, substituindo cada uma dessas férmulas pelo respectivo fecho universal.
De fato, é facil verificar que M |= B se, e somente se, M |= VxB. Assim,
se IV é o conjunto dos fechos universais das férmulas de I" e A" é o fecho
universal de A, entao I' = A se, e somente se, I' = A’. Da mesma forma,
como vimos no teorema da deducao, I' - A se, e somente se, [V - A’
Suponha que nao é verdade que I' = A. Pelo Corolario 7.12, usando a
equivaléncia entre A e == A, temos que 'U{—A} é consistente. Pelo teorema
de Henkin existe um modelo M tal que M |=T'U{=A}. Portanto, M =T
e nao vale M = A. Logo, A ndo é consequéncia semantica de I'. |
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Na demonstragao do teorema de Henkin o dominio do modelo construido
para o conjunto I' ¢ um conjunto de classes de equivaléncia sobre um con-
junto infinito enumeravel. Portanto, ou o dominio é finito (que acontece,
por exemplo, se I' contém a férmula VaVy(x = y), ou outra semelhante que
forga a finitude do modelo) ou é infinito enumeravel. Esse resultado, que
enunciamos a seguir, é conhecido como teorema de Loweinheim-Skolem, no
caso particular em que a linguagem é enumeravel.

Teorema 7.19 (Lowenheim-Skolem). Se I' é um conjunto consistente de
sentencgas entao existe um modelo M cujo dominio é finito ou enumeravel e

tal que M =T.

7.4 Aplicagao: Analise nao-standard

Considere uma linguagem de primeira ordem contendo as constantes 0 e 1,
os simbolos funcionais binarios + e - e um simbolo relacional binario <. Seja
I' o conjunto formado pelos axiomas de corpo (vide a segao de exercicios do
Capitulo 5) com o acréscimo das seguintes férmulas:

1. =(z <x)

2. r<y—-(y<x)

3. (r<yhy<z)— (v<2)

4. (0<zA0<y) = (0<z4+yA0<z-7)

5. (x<0)V(x=0)V(0<ux)

Chamamos as férmulas pertencentes a I' de aziomas de corpo ordenado
e os modelos que satisfazem I' sao chamados de corpos ordenados.

Considere, agora, uma linguagem L de corpo ordenado acrescido de uma
constante . Defina, recursivamente, termos t,, para n um nimero natural
positivo, como t; =1 e t,41 = (t,) + 1. Ou seja, t,, é o termo (eliminando os
parénteses) 1 + 1+ ...+ 1, n vezes.

Para cada n inteiro positivo defina a férmula F), como ¢ - (¢,) < 1. Isto
é, F,, formaliza, nessa linguagem, a expressao ¢ < %

Defina Ty = TU{0 < ¢} e,y = I, U{F,}. Tome T o conjunto | J T

neN - 1
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Cada T, é consistente. De fato, tomando o conjunto dos niimeros reais, ou
dos numeros racionais, como modelo, interpretando £ como %, esse satisfaz
todas as férmulas de I',,. Logo, pelo teorema da correcao, I',, é consistente.

Observe que cada subconjunto finito de I est4 contido em I',,, para algum
n. Como cada I',, — e, portanto, seus subconjuntos — ¢é consistente, pelo
teorema da compacidade concluimos que I' é consistente. Portanto, pelo
teorema da completude, existe um modelo que satisfaz I'.

Nesse modelo, € representa um ntimero estritamente positivo que ¢ menor
que %, para todo n inteiro positivo. Ainda, pelo teorema de Loweinheim-
Skolem, podemos tomar esse modelo sendo enumeravel. Esse é o modelo
(ou melhor, um modelo) para a andlise nao-standard, que, diferentemente do
conjunto dos nimeros reais, admite infinitos e infinitésimos, oferecendo uma
maneira alternativa de estudar calculo diferencial e integral.

Uma observacao importante é que, quando estudamos anélise real, apren-
demos que corpos ordenados completos sao nao-enumeraveis e nao possuem
infinitésimos, pois satisfazem a propriedade arquimediana. Lembramos que
a propriedade do supremo, estudada em andlise real, quantifica todos os
subconjuntos dos reais, o que nao pode ser feito diretamente em uma lingua-
gem primeira ordem. Conforme veremos no exercicio 7 deste capitulo, essa
aplicacao do teorema da compacidade e o teorema de Loweinheim-Skolem
provam que de fato nao ha uma axiomatizacao direta, em légica de primeira
ordem, para o conjunto dos nimeros reais. Mas o Apéndice A mostra como
contornar esse problema, tornando a logica de primeira ordem suficiente para
formalizar toda a matematica, inclusive os niimeros reais.

7.5 Teoremas de incompletude de Godel

Nesta secao apresentaremos um esboco da demonstracao dos teoremas de
incompletude de Godel. O primeiro teorema de incompletude diz que qual-
quer tentativa de axiomatizagao da matematica sera incompleta, no sentido
de sempre haver uma sentenca que nao pode ser provada nem refutada. O
segundo teorema de incompletude — que é um corolario da prova do pri-
meiro teorema — afirma que um sistema consistente capaz de axiomatizar a
matematica nao pode provar sua propria consisténcia.

O argumento central de Godel é criar uma férmula que diz “eu nao posso
ser provada”, através de uma apurada técnica que representa muito bem o
conceito de metamatematica. Godel usou a aritmética na metalinguagem
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e conseguiu codifica-la dentro da linguagem, o que lhe permitiu criar essa
versao do paradoxo do mentiroso dentro da sintaxe controlada da linguagem
logica.

Nao discutiremos, aqui, as extrapolacoes filosoficas dos teoremas de Godel,
assim como nao faremos todos os detalhes técnicos das suas provas.

O original do trabalho de Gédel — que o leitor pode conferir em [8] ou na
coletanea [11] — nao se baseia na logica de primeira ordem, mas, sim, na teoria
dos tipos do Principia Mathematica ([21]). Porém, a mesma técnica pode
ser usada para qualquer tentativa de axiomatizacao dentro dos principios do
programa de Hilbert.

Para quem quiser verificar mais detalhes da demonstracao de Gaédel, além
da tese original recomendamos [19].

Funcoes e relagoes recursivas: Vamos convencionar que chamaremos de
funcao de nimeros naturais uma funcao que tem como dominio uma poténcia
finita de N (isto é, N™, para algum n natural) e contra-dominio N (isto é, a
imagem dessa fungao estd contida em N).

Dizemos que uma fun¢ao de nimeros naturais é constante se a imagem é
um conjunto unitario.

Fixaremos a notagao ¢(z1,...,x,) para designar o valor da fungao ¢, de
dominio N na n-upla (z1,...,2,).

Introduziremos a definicao de funcdo recursiva.

Definicao 7.20. Uma funcao de numeros inteiros ¢ € recursiva se existe
uma sequéncia de funcgoes ¢y, ..., ¢, tal que ¢ é a funcao ¢,, e, para cada
k < m, ocorre um dos casos abaixo:

e ¢ ¢ uma fungao constante;

o dr(z) =z +1;
e existem i < k, n € N e j <n tais que dom(¢r) = N, dom(¢;) = N*~*
e
k(1o s Ty, ) = ¢j(9€17 T, gy T
e ¢ ¢ uma composicao de fungoes anteriores, isto é, existem p, py, ..., p, <

k (ndo necessariamente diferentes) tais que

Ok(T1, . ) = Op(p (1, o @)y oo py (T2, -, T0))s
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e existe i < k e um numero natural ¢ tal que ¢5(0) =c e

Oe(r+1) = ¢i(x + 1, ¢x(2))

e existem 1,5 < k tais que

Or(0,29,. .., x,) = di(xa,. .., x,)

Oz +1,29,...,2,) = ¢j(x + 1, (2, 22, ..., %), o, ..., Tp)

Para tentarmos tornar a definicao de fungao recursiva mais intuitiva, ob-
servamos que, se sabemos calcular todas as funcoes recursivas ¢;, para ¢ < k,
nao teremos problemas para calcular ¢,. Nos dois ultimos itens, a “calcula-
bilidade” de ¢ é uma aplicagao do teorema da recursao finita, que, por sua
vez, segue do principio da inducao finita.

Provemos, por exemplo, que a soma é uma funcao recursiva. Definimos
do(x) =+ 1e ¢i(z,y) = do(y). Tomemos ¢, a fungao identidade, isto é,
b2(z) = . Temos que ¢2(0) = 0 e da(n +1) = ¢r(n + 1, éa(n). Logo, ¢,
¢ uma fungao recursiva. Defina ¢3(x,y) = = + y. Temos ¢3(0,y) = ¢2(y)
e ¢3(z + 1,y) = ¢1(n + 1,¢3(n,m)). A sequéncia ¢o, 1, P2, ¢35 satisfaz as
condigoes da Definicao 7.20 e, portanto, a soma é uma funcao recursiva. Dei-
xamos a cargo do leitor completar os detalhes e mostrar que a multiplicagao
e a poténcia sao fungoes recursivas.

A tese de Church (veja [11] e [3]) mostra que o conceito de fungoes re-
cursivas, dado por Godel, coincide com a definicao de Turing de funcoes
computdveis. Isso significa, intuitivamente, que uma funcao é recursiva se, e
somente se, existe um algoritmo finitario para calcular o valor dessa fungao,
para valores fixados do dominio.

A partir da definicao de funcao recursiva definimos facilmente o signifi-
cado de relacao recursiva.

Definicao 7.21. Uma relacaio R C N" é recursiva se existe uma funcao
recursiva ¢ tal que (z1,...,x,) € R se, e somente se, ¢(xy,...,2,) =0.
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Numeracao de Godel: Um dos pontos cruciais da prova de Godel é a
aritmetizacao da linguagem, que consiste em associar formulas de uma lin-
guagem de primeira ordem a nimeros naturais, transformando relagoes me-
tamatemadticas, como a de consequéncia sintatica, em relagoes de ntmeros
naturais.

Comegamos atribuindo a cada simbolo primitivo da linguagem um nimero
natural positivo, conforme a tabela abaixo.

<> ] —

DUk WD = O

Prosseguimos essa sequéncia atribuindo os valores aos simbolos funci-
onais, simbolos relacionais e constantes da linguagem especifica, além das
variaveis. Se a linguagem em questao possuir uma quantidade finita de
simbolos especificos, enumeramos primeiro esses simbolos e, depois, as variaveis.
Por exemplo, se trabalhamos na linguagem da aritmética, com as constantes
0 e 1, os simbolos funcionais + e - e o simbolo relacional <, prosseguimos a
enumeracao acima da seguinte forma:

0 7
1 8
+ 9

10
< 11
o 12
Ty 13
T 14

Se a linguagem possuir uma quantidade infinita enumeravel de simbolos
funcionais, ou de simbolos relacionais, ou de constantes, alternamos esses
com as varidveis. Assim, se tivermos infinitas constantes, associamos essas
aos numeros pares e as variaveis aos numeros impares. De qualquer modo,
esta claro que, se a linguagem for enumeravel — isto é, em cada categoria
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os simbolos podem ser representado indexando-os com niimeros naturais — é
sempre possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os simbolos
da linguagem e os ntmeros naturais.

Seja A uma sequéncia finita de simbolos da linguagem (ndo necessari-
amente uma férmula). Sejam ki, ..., k, os ntmeros correspondentes aos
simbolos de A, na mesma ordem em que eles ocorrem. Sejam p1,...,p, 0S N
primeiros nimeros primos, em ordem crescente. Defina o nimero de Gaédel

de A como
K +1

p]fl Dy

Pelo teorema fundamental da aritmética, todo niimero natural positivo se
decompoe de maneira tnica como produto de poténcias de ntimeros primos.
Portanto, a numeracao de Godel nos d4 uma correspondéncia um-a-um entre
os numeros naturais e as sequéncias finitas (incluindo a vazia) de simbolos.
Somar um a ultima poténcia foi uma maneira de ajustar essa correspondéncia
biunivoca, embora essa exigéncia nao seja estritamente necessaria. O impor-
tante é que féormulas diferentes tenham nimeros de Godel diferentes.

O mesmo método pode ser aplicado para associarmos nimeros naturais
as sequéncias de formulas (ou melhor, sequéncias de sequéncias de simbolos).
Se (A;i)1<i<n ¢ uma sequéncia de férmulas, o nimero de Godel de (A4;)1<i<n
é p’fl -...-pkn onde py,...,p, sdo os primeiros n nimeros primos, em ordem
crescente, e k; é o numero de Godel da férmula A;, para cada ¢ entre 1 e n.

Introduzimos as seguintes definicoes:

Defini¢ao 7.22. Uma teoria de primeira ordem é um par (L,I"), onde L é
uma linguagem de primeira ordem e I' é um conjunto de férmulas de L. Um
teorema de uma teoria (L,I") é uma férmula A da linguagem L tal que I' - A.
Uma sentenga A da linguagem L ¢ independente da teoria (L,I") se A e = A
nao sao teoremas da teoria (L.I").

Definicao 7.23. Uma teoria de primeira ordem é consistente se nao existe
uma formula A tal que A e = A s@o ambos teoremas dessa teoria. Uma teoria
é completa se, para toda sentenca A, uma das sentencas A ou —A é um
teorema.

Dada uma teoria de primeira ordem (L, T"), podemos associar os simbolos
de L biunivocamente aos nimeros naturais e, a partir dai, estabelecer uma
numeracao de Godel para as férmulas que pertencem a I'. Assim, via essa
numeracgao, [' pode ser visto como um subconjunto de N, ou como uma
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relacao 1-aria em N. Godel mostrou que o fato desse conjunto ser ou nao
recursivo, de acordo com as defini¢oes 7.20 e 7.21, independe da numeracao
que escolhemos para o alfabeto da linguagem, motivando a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 7.24. Uma teoria (L,I") é recursiva se, e somente se, o conjunto
dos niimeros de Godel das formulas que pertencem a I' é uma relagao 1-dria
recursiva.

De acordo com o conceito de maquina de Turing e a tese de Church,
uma teoria € recursiva quando existe um processo finitario — como proclama
o programa de Hilbert — para verificar se uma férmula é um axioma (isto
é, pertence a I' ou ndo). Em particular, se I é vazio, ou o conjunto dos
axiomas de Peano, ou os axiomas de ZFC, ou os axiomas de corpo, entao I'
é recursivo 2.

Godel mostrou que se (L, T") é uma teoria recursiva e capaz de expressar
a aritmética, entao conseguimos codificar na linguagem L a relagao “y € o
numero de Gaodel de uma sequéncia de formulas que é uma demonstracao da
formula cujo niumero de Godel ¢ x”. Usando o quantificador existencial e a
negacao criamos, entao, uma féormula de uma variavel livre que equivale a
“A formula de nimero x nao pode ser demonstrada.” Usando uma técnica
semelhante ao argumento diagonal, usado por Cantor para provar a nao-
enumerabilidade dos ntimeros reais, Godel mostrou que existe um nimero
natural n tal que a sentenca “a formula de nimero n nao pode ser demons-
trada” possui numero de Godel n. Essa é a férmula “eu ndo posso ser de-
monstrada”, e o argumento final de Godel muito se assemelha ao paradoxo
do mentiroso.

Teorema 7.25 (Primeiro teorema de incompletude de Godel). Se T € uma
teoria de primeira ordem recursiva, consistente e capaz de expressar a aritmética,
entao T € incompleta.

Demonstracao: Seja (L,I") a teoria T. Fixe uma numeragao para o al-
fabeto de L. Assumimos que a linguagem L possui as constantes 0, 1 e o
simbolo funcional binario 4. Para cada férmula A da linguagem L e ntiimero
natural n definimos as seguintes notagoes:

?Essa definicao s6 se sustenta porque o conjunto dos axiomas da légica de primeira
ordem é recursivo, e as regras de inferéncia também sao relagoes recursivas. Por isso basta
verificarmos que os axiomas adicionais formam um conjunto recursivo.
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t(n) é o termo correspondente ao nimero n. Recursivamente, definimos
t(0) como a constante 0 e t(n + 1) como o termo (£(n) + 1).

[A]H(™) é a férmula obtida pela substituicdo de todas as ocorréncias livres
das varidveis em A pelo termo ¢(n).

®,, é a sequéncia de simbolos do alfabeto de L cujo ntimero de Godel é
n.

e D é o conjunto dos pares (m,n) € N? tais que ®,, é uma férmula e
[®,,]*™ ndo pode ser provada.

A grande dificuldade técnica da demonstracao de Godel estd em mostrar
que a relacdo D pode ser codificada na linguagem. Essa é a parte que usa a
hipétese de que a teoria é recursiva. Omitimos essa demonstracao e apenas
enunciamos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 1. FExiste uma formula D com apenas x ey como varidveis livres
t(n)

tal que, T' - [[D]i(m)]y se, e somente se, I' € inconsistente ou (m,n) € D.

Em outras palavras, D(x,y) significa: “se A € a férmula cujo nimero de
Godel € x, e B € a sentenca obtida pela substituicdo das ocorréncias livres
das varidveis livres de A pelo niumero y, entdo B ndo pode ser provada’. E
claro que, se T' ¢ inconsistente, temos I - [[D]X™]!™ independente de valer
(m,n) € D ou ndao. Ou seja, D codifica D mediante a condicao de que T' ¢
consistente.

Percebemos que escrever essa frase é dificil até mesmo na linguagem na-
tural. Todo esse malabarismo sintatico serve para conseguirmos uma férmula
que diz “a formula de nimero n nao pode ser provada”, onde n é o niimero
da propria formula. Vejamos como fazer isso.

Fixe n o nimero de Godel da férmula D. Considere G a férmula [D]H™),
Supondo I' consistente, pela afirmacao 1 temos

I' - G se, e somente se, (n,n) € D

Logo, se I' - G, pela definicdo de D e pelo fato de n ser o nimero de
Godel de D, temos que [D]*™ nao pode ser provada na teoria T. Mas [D]*™
é a férmula G. Isso prova que, se I' - GG, entao GG nao pode ser demonstrada.
Portanto, nao pode ocorrer I' F GG. Suponhamos que I' F =G. A negacao de
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G significa que a férmula G pode ser provada. Logo, I' - GG, contradizendo a
hipdtese de que a teoria é consistente.

Concluimos que G e =G sao sentengas e ambas nao sao teoremas da teoria
T, provando que T é incompleta. [ |

A hipétese da teoria ser recursiva é necessaria para o teorema. De fato,
se tomarmos L uma linguagem e M qualquer modelo para a linguagem, defi-
namos [' o conjunto das sentengas que sao verdadeiras em M. De 5.4 e 7.18
segue que (L,I') é uma teoria consistente e completa. Portanto, podemos
concluir, do primeiro teorema de Godel, que nao existe uma axiomatizacao
finitaria para as formulas verdadeiras em um modelo que contém os nimeros
naturais.

O segundo teorema de incompletude é uma consequéncia do final da de-
monstracao do primeiro teorema.

Teorema 7.26 (Segundo teorema de incompletude de Godel). Se T € uma
teoria de primeira ordem recursiva, consistente e capaz de expressar a aritmética,
entao T nao pode provar sua propria consisténcia.

Demonstragao: Considere G a férmula construida na demonstracao do
Teorema 7.25. Provamos, no final da demonstracao, que I' = G implica a
inconsisténcia de I'. Portanto, se I' prova que I' é consistente, em particular
prova que G nao pode ser provada. Mas, pela definicao de G, isso significa
que I' = G e, portanto, I' é inconsistente. |

Exercicios

1. Prove que,se ' C Ael'F A, entao A+ A.

2. Considere uma linguagem de primeira ordem com um simbolo relacional
binario < e seja I' o conjunto dos seguintes axiomas de ordem:

r<x
(z<yN(y<2) = (x<2)
(e <y)A(y<z) = (x=y)

Mostre que a seguinte sentenca é independente de I':

Vavy((z <y) V (y < 2))
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3. Mostre que o teorema da deducao nao é verdadeiro se substituirmos
“sentenca’ por “féormula”, no enunciado.

4. Considere L a linguagem da aritmética. A saber, L é constituido pela
constante 0, o simbolo funcional undrio s (sucessor de) e os simbolos funcio-
nais bindrios + e -.

Considere I' o conjunto formado pelas seguintes férmulas de L, ditas
ariomas de Peano:

—_

. =(s(x) = 0) (0 nao é sucessor de um numero natural);

[\]

. (s(z) = s(y)) = (x = y) (dois nimeros naturais distintos nao tém o
mMesmo Sucessor);

3. (A2 AVz(A = AS")) = VzA, para qualquer férmula A (Principio da
Inducao Finita — note que esse é um esquema de axiomas, isto é, uma
lista de infinitas férmulas);

x4+ 0=uz;
z+5(y) = s(z+y);
xz-0=0;

NS v

z-s(y)=(z-y) +z
Prove que as seguintes férmulas sao consequéncias sintaticas de I'.
(a) V(=(s(z) = x)).
(b) s(0) + s(0) = s(s(0)) (isto é, 1+1=2).
(c) Vz(0-2=0).
5. Considere I' o conjunto descrito na questao 4. Usando o Teorema da

Corregao, prove que a féormula do item (a) da questao anterior nao é con-
sequencia sintatica de I' quando:

(a) Tiramos de I' a férmula 1;

(b) Tiramos de I' a férmula 2;

(c) Tiramos de I' as férmulas do esquema 3 (ou seja, desconsideramos o
principio de indugao).
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6. Seja M um modelo para uma linguagem L. Prove que o conjunto das
sentencas de L que sao verdadeiras em M é maximalmente consistente.

7. Seja (R,0,1,+,-, <) um corpo ordenado 3. Seja S um subconjunto nao-
vazio de R. Utilizando a notacao z < y como abreviatura de x <y Vr =y,
dizemos que

e m € R é um limitante superior (ou majorante) de S se x < m, para
todo x € S;

e S é limitado se existe m € R que é limitante superior de S,

e s € R é supremo de S se é um limitante superior de S e, para todo
m € R, se m é um limitante superior de S entao s < m.

Dizemos que R é um corpo ordenado completo se todo subconjunto nao-
vazio e limitado de R admite supremo.

Prove que nao existe uma axiomatizacao de primeira ordem para corpo
ordenado completo. Ou seja, nao existe um conjunto de sentencas I' da
linguagem dos corpos ordenados tal que todo modelo que satisfaz I' é um
corpo ordenado completo. Faca essa demonstragao de dois modos:

(a) Usando o teorema da compacidade. Lembre-se, para isso, da propriedade
arquimediana dos ntimeros reais: para todo real x existe um natural n
tal que x < n (em um curso de andlise real prova-se que todo corpo
ordenado completo satisfaz a propriedade arquimediana).

(b) Usando o teorema de Loweinheim-Skolem e o fato (também provado em
andlise real) de que o conjunto dos nimeros reais é nao-enumeravel.

8. Prove que as fungoes de adi¢ao, multiplicacao e potenciacao sao funcoes
recursivas, de acordo com a definigao 7.20.

3Por um absuso de notacdo, para facilitar a leitura, eliminamos o sobrescrito R nos
simbolos. Ou seja, estamos usando a mesma notacao para o simbolo logico e para sua
interpretacao.



Apeéendice A

Formalizacao da matematica
em ZFC

Apresentamos neste apéndice resumidamente o sistema de axiomas de Zermelo-
Frankel, conhecido como ZFC (a letra “C” se refere ao Axioma da Escolha,
do inglés choice), e como esse pode ser usado para formalizar toda a ma-
tematica que conhecemos, inclusive os teoremas metamatematicos que cons-
tam no Capitulo 7. Esse sistema formaliza a teoria dos conjuntos, descrita
intuitivamente no Capitulo 3.

Sao varias as vantagens de formalizar a matematica a partir da teoria
dos conjuntos. Primeiro, resolvemos o dilema da légica de primeira ordem
nao quantificar sobre classes de objetos. Ao estabelecer os conjuntos como
objetos primitivos, podemos quantificar conjuntos, conjuntos de conjuntos,
e assim por diante. Segundo, dentro da teoria dos conjuntos de Zermelo e
Frankel, como veremos, podemos construir a aritmética, um corpo ordenado
completo (nimeros reais), a geometria, e outros tantos ramos da matematica.
Ao fazermos isso, reduzimos o risco de encontrarmos inconsisténcia no nosso
sistema, ja que passamos a depender da consisténcia apenas de ZFC (que,
infelizmente, como vimos, pelo Segundo Teorema de Godel, nao pode ser
provado consistente a partir dele mesmo).

Como o foco deste livro nao é a teoria dos conjuntos, muitas demons-
tragoes foram omitidas, e também varios tépicos importantes, como ordinais
e cardinais. Recomendamos [9], [17] e [29] para aprofundamento nesse as-
sunto.
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A.1 Os axiomas de ZF

Nesta se¢ao enunciamos os axiomas de ZF. Deixaremos o axioma da escolha
para depois, apés algumas defini¢oes necessarias.

O tnico simbolo especifico linguagem de ZFC é o simbolo relacional
bindrio € (pertence). Porém, no decorrer da apresentacao dos axiomas e
resultados, convém simplificarmos a leitura das féormulas introduzindo no-
vas notacoes. Essas podem ser tratadas como meras abreviaturas, ou como
simbolos que adicionamos a linguagem, juntamente com suas defini¢oes como
novos axiomas. Por exemplo, introduziremos o simbolo relacional binario C
(esta contido) definindo ¢ C s como abreviatura de

Ve(r €t — x € s),

onde t e s sao termos e x é uma variavel que nao ocorre em t nem em s.
Também podemos pensar que estamos definindo uma nova teoria (L', 1)
onde acrescentamos C como um simbolo relacional binario a linguagem L da
teoria dos conjuntos, e IV é formado pelos axiomas de ZFC mais o axioma

(xCy) e Vz(zex—2z€y)

Deixaremos de provar o seguinte fato, que fica como exercicio: se A uma
formula de L' e A* é a férmula de L obtida substituindo cada ocorréncia de
uma subférmula atomica da forma ¢ C s pela férmula Vz(t C s), onde x nao
ocorre nem em t nem em s, entao IV - A se, e somente se, I' = A* onde I" é
o conjunto dos axiomas originais de ZFC.

Vamos comegar falando do aztoma da extensao, j4 mencionado no Capitulo 3.

Axioma 1 (da extensao). Dois conjuntos sdo iguais se, e somente se, eles
tém os mesmos elementos.

VaVy((z = y) & (Vz(z € z > 2z € y)))

Axioma 2 (do vazio). Existe um conjunto vazio.
JxVy—(y € x)

Introduzimos uma outra defini¢ao: ¢ significa ndo pertence. Ou seja,
xr ¢ y é abreviatura para —(r € y). Assim, o axioma do vazio pode ser
reescrito como

JxVy(y ¢ x)
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Do axioma da extensao podemos provar que o conjunto vazio é 1nico.
Adicionaremos a constante () para designar o conjunto vazio, além do axioma
Va—(z € (), se considerarmos a linguagem estendida. Se A é uma férmula da
linguagem estendida, com o acréscimo da constante ), considere A* a férmula
Vy(=(y € )) — B, onde x é uma variavel que nao ocorre em A e B é obtida
substituindo () por x, na férmula A. Temos que A é teorema de ZFC na
linguagem estendida se, e somente se, A* é teorema de ZFC, na linguagem
original.

Um procedimento andlogo podera ser feito para os outros simbolos re-
lacionais, funcionais e constantes que surgirao daqui para frente. Nao mais
faremos os detalhes. Passaremos agora para o proximo axioma.

Axioma 3 (do par). Para todos conjuntos x ey existe um conjunto cujos
elementos sao x e y.

VaVydzVw((w € 2) « (w =z) V (w =y)))

Pelo axioma da extensao, o conjunto formado pelos elementos = e y é
unico. Portanto, podemos estabelecer a nota¢ao {x,y} como um simbolo
funcional bindrio ! ao conjunto formado por z e por v.

Note que {z,y} é um par nao-ordenado, isto é, conforme o axioma da
extensdo, a ordem dos elementos nao importa. O conjunto {x,y} é o mesmo
que o conjunto {y,x}. Note também que z e y ndo precisam ser distintos.
No caso de z ser igual a y, o conjunto {z,y} é igual a {x} (aplicando-se o
axioma da extensdo). A notacao {x} passard a ser utilizada como um novo
simbolo funcional unario.

Axioma 4 (da unido). Para todo conjunto x existe o conjunto de todos os
conjuntos que pertencem a algum elemento de x.

VedyVz((z € y) <> Jw((z € w) A (w € x)))

Novamente, pelo axioma da extensao, provamos que a uniao de um con-
junto é tinica. Portanto, podemos introduzir o simbolo funcional unério |z

LConvém ressalvar que o uso das chaves como sfmbolo funcional segue uma regra de
formacao diferente da regra geral, que foi apresentada no Capitulo 4. Formalmente, in-
troduzimos a seguinte regra de formacao de termos na linguagem estendida: se t e s s@ao
termos entao {t,s} é um termo. Vale a observacao andloga quando definirmos o uso de
chaves para conjuntos unitarios ou com mais de dois elementos.
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para denotar a uniao de x. Para a uniao de dois conjuntos, usaremos o
simbolo funcional binario U definido como

rUy ==y}

Se x, y e z sdo conjuntos, o axioma do par nos fornece os conjuntos {x, y} e
{z}. A unido desses dois conjuntos resulta no conjunto formado exatamente
pelos elementos x, y e z. Portanto, podemos estender a notagao de par
para uma tripla de conjuntos, estabelecendo o simbolo funcional ternario
{z,y,z}. Isso pode ser feito também para quatro ou cinco conjuntos, ou
qualquer quantidade finita. Desse modo formalizamos a tradicional notacao
de descrever os elementos de um conjunto finito entre chaves e separando-os
por virgulas.

Axioma 5 (das partes). Para todo conjunto x existe o conjunto dos subcon-
Jjuntos de x.
VoIyvz((z € y) « (2 C x))

Denotaremos esse conjunto de todos os subconjuntos de x por P(z). A
unicidade segue mais uma vez do axioma da extensao.

Falaremos agora do axioma da separacao, que, de certa forma, resgata a
concepcao inicial de Frege de definir um conjunto através de uma férmula
logica que descreve seus elementos. Mas, para evitar o paradoxo de Russell,
na formulagao do axioma da separacao é necessario estabelecer um conjunto
do qual iremos “separar” os elementos que satisfazem uma determinada pro-
priedade.

Assim, para cada férmula P(z), onde z é uma varidvel livre que ocorre
na féormula, temos que, para todo conjunto y, existe o conjunto formado por
todos = € y tais que P(x) é verdadeiro.

Formalmente, o axioma da separacao é um esquema de axiomas, isto €,
uma lista infinita de axiomas, conforme abaixo:

Axioma 6 (Esquema de axiomas da separagao). Para cada férmula P em
que z nao ocorre livre a sequinte formula € um axioma:

Vy3zVe((z € 2) <> ((x € y) A P))

O conjunto z, como no axioma, sera denotado por

{rey: P(z)}
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Notemos que a tunica restricao sobre a férmula P é nao conter z como
variavel livre. Essa restricao é necessaria ? porque utilizamos essa varidvel no
axioma para definir o conjunto {z € y : P(x)}. Se permitirmos que a mesma
variavel que define o conjunto dado pelo axioma da separacao também ocorra
livre em P, poderfamos tomar P como a féormula = ¢ z e terfamos a seguinte
instancia do axioma da separacao:

Vy3Ve((z € 2) < ((x € y) A (x ¢ 2)))

Se tomdssemos, por exemplo, y = {0} e x = (), terfamos = € y verdadeiro
e, portanto, teriamos
(x€2) ¢ (v ¢2)

o que é uma contradic¢ao.

Nao precisamos impor qualquer outra restricao sobre as variaveis livres
em P. Em todas as aplicagoes do axioma da separacao, a variavel x ocorre
livre em P (por isso utilizamos a notacao P(z) para a férmula P). Mas se x
nao ocorrer livre em P, isso nao causara inconsisténcia no sistema. Apenas
tornara a aplicacao do axioma da separacao trivial, pois o conjunto z seria
vazio ou o préprio y (j& que a validade de P, nesse caso, nao depende da
varidvel x, que nao ocorre livre em P).

Com essa formulagao do sistema de Zermelo-Fraenkel o paradoxo de Rus-
sell ganha um novo significado, conforme o teorema seguinte.

Teorema A.1 (Paradoxo de Russell). Nao existe conjunto de todos os con-
Juntos.

Vry(y ¢ =)

Demonstragao: Suponha que exista um conjunto y tal que, para todo z,
x € y. Pelo axioma da separagao para a férmula z ¢ x, existe z tal que, para
todo x,

(z€z) e (rey Ar ¢r)

Como x € y é verdadeiro para todo x temos que

(z € 2) & (v ¢ 1))

2Na prética, caso z ocorra livre em P, alteramos a varidvel usada no enunciado do
axioma da separagao. Ou seja, a Unica preocupagao que precisamos ter é nao utilizar uma
variavel que ocorre livre em P para nomear o conjunto criado pelo axioma da separacao.
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Tomando z no lugar de x temos

chegando numa contradicao. ]

Usando o axioma da separacao podemos introduzir a definicao de inter-
sec¢ao de dois conjuntos, e do simbolo funcional binario N. Definimos z Ny
como o conjunto de todos os elementos que pertencem a x e a y a0 mesmo
tempo. A unicidade segue do axioma da extensao e a existéncia do axioma
da separacao, do seguinte modo:

rNy={z€x:zecy}

Deixamos os detalhes a cargo do leitor.

Até agora, todos os axiomas que vimos garantem a construcao de alguns
conjuntos partindo apenas do conjunto vazio. O préximo axioma garante
que todos os conjuntos sao construidos a partir do vazio. Também ira evitar
situagoes como x € x e serd util em teoria dos modelos para fazermos inducao
sobre a relagao de pertinéncia (veja [16]).

Axioma 7 (da regularidade). Para todo conjunto x nao-vazio existe y € x
tal que x Ny = (.

Ve(x A0 — JylyexAxny=0))

Teorema A.2. Nao existem x ey tais que x €y ey € x.

Demonstragao: Sejam z e y conjuntos quaisquer. Vamos provar que = ¢ y
ouy ¢ .

Usando o axioma do par, tome z = {z,y}. Como z nao é vazio, pelo
axioma da regularidade existe w € z tal que wNz = 0. Se w = x, isso
implica que y ¢ z. Se w = y, isso implica que = ¢ y, provando o teorema. W

Corolario A.3. Nao existe x tal que x € x.

Demonstracao: Aplique o teorema anterior a x = y. |

O axioma da regularidade garante que nao existe uma sequéncia infinita
decrescente na relagao de pertinéncia. Ou seja, nao existe uma sequéncia da
forma ...x3 € 9 € 1 € x9. De fato, suponha, por absurdo, que existem
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tais conjuntos, considere x = {xg, z1, x9,...}. Para qualquer z, € x temos
Tpi1 € T, Nz, contradizendo o axioma da regularidade 3.

Concluimos desse resultado que, para qualquer conjunto x, se tomarmos
um elemento de z, e um elemento de um elemento de x, e um elemento de
um elemento de um elemento de x, assim sucessivamente, chegaremos, apés
uma quantidade finita de passos, ao conjunto vazio.

E bom notar que se, por um lado, nao existe uma sequéncia infinita
decrescente, na relagao de pertinéncia, por outro lado, como veremos no
proximo capitulo, é possivel existir uma sequéncia infinita crescente. Ou
seja, sequéncias infinitas da forma xg € z; € xg... existem (os numeros
naturais, por exemplo).

O préximo axioma garantira a existéncia de um conjunto infinito. Mas,
para definirmos esse conjunto, precisamos, antes, discutirmos a construcao
do conjunto dos niimeros naturais a partir do conjunto vazio e das operagoes
descritas até aqui.

Na definigao dos nimeros naturais feita por John von Neumann, pensa-
mos em um numero natural como o conjunto dos nimeros naturais menores
que ele. Assim, o 0 é o conjunto dos niimeros naturais menores que 0. Como
nao existe nimero natural menor que 0, entao 0 serd representado pelo con-
junto vazio. O numero 1 é o conjunto formado pelos niimeros menores que
1. Ou seja, 1 é o conjunto {0}, que ¢ igual a {#}. O nimero 2 é o conjunto
{0,1}, ou seja, o conjunto {0, {0} }, e assim por diante.

Note que o ntimero 3, que é o conjunto {0, 1,2}, pode ser escrito como
{0,1} U {2}, assim como 1 = U {0} e 2 = {0} U {1}. Ou seja, o sucessor
de um numero natural n é o resultado de acrescentarmos o proprio n ao
conjunto n. Isto é, n+1 = n U {n}. Isso justifica a seguinte defini¢ao de
SUCesSor:

Definicao A.4. Dado um conjunto x, definimos z* como z U {z}. Isto ¢,
Vy(y €2t < (y€aVy = 1))

Quando um conjunto possui o vazio como elemento, e é fechado pela
operacao de sucessor, entao dizemos que tal conjunto é indutivo, conforme
segue a definicao.

30 problema dessa demonstracio estd na formalizacio da ideia de sequéncia, j& que
ainda nao definimos o conjunto dos numeros naturais nem fungbes. Sugerimos como
exercicio formalizar esse resultado e sua prova, apds ver a definicao de fungao.
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Definicao A.5. Dizemos que um conjunto = é indutivo se, e somente se,
) € z e, para todo y, se y € x entdo y* € x.

Axioma 8 (da infinidade). Eziste um conjunto indutivo.
dx(@ e x AVy(ly €x — y* € x))

Notemos que um conjunto indutivo pode ter mais do que os ntimeros
naturais, na concepcao de Von Neumann. Falaremos mais adiante sobre
como definirmos o conjunto dos niimeros naturais.

Terminamos a lista, por enquanto, com o axioma da substituicao, que,
assim como o axioma da separacao, é, na verdade, um esquema de axiomas.
Deixamos como exercicio ao leitor, no final do apéndice, provar que o axioma
da separacao segue do axioma da substituicao. Mantivemos o primeiro por
motivos didaticos.

Axioma 9 (Esquema de axiomas da substitui¢ao). Seja P(x,y) uma formula
e suponha que, para todo x,y, z temos que P(x,y) e P(x, z) implicam y = z.
Entao, para todo conjunto X, existe o conjunto

{y:3Jz(xr € X AN P(z,y)}.

A.2 O conjunto w

A partir do axioma da separacao podemos definir a interseccao de uma familia
de conjuntos.

Teorema A.6 (Intersecgdo de uma familia de conjuntos). Dado um conjunto
nao-vazio x existe o conjunto formado por todos os conjuntos que pertencem
simultaneamente a todos os elementos de x.

Ve(Jy(y € ) — Jy(Vz((z € y) <> Yw((w € ) — (2 € w)))))

Denotaremos esse conjunto por (.
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Demonstragao: Seja z um elemento de x. Defina o conjunto y como
{vez:Yu((wezrx)— (vew)}

O axioma da separacao garante a existéncia do conjunto y. Agora verifique-
mos que y satisfaz as condigoes do teorema. Seja v € y. Pela definicao de v,
para todo w € x temos v € w. Reciprocamente, se para todo w € x temos
v € w, entao, em particular, v € z e, portanto, v € y. Isso prova que, para
todo v, v € y se, e somente se, v € w, para todo w € x.
|

Como comentamos no final da Secao 3.1, na definicao de interseccao pre-
cisamos impor a restricaio de que a familia é ndo-vazia. A unidao de uma
familia vazia é o conjunto vazio. Mas se fizéssemos a interseccao de uma
familia vazia obterfamos o “conjunto de todos os conjuntos”, ji que todo
conjunto x satisfaz, por vacuidade, a condicao “para todo y pertencente ao
conjunto vazio, x € y”.

Ressalvamos que, a rigor, nao poderiamos utilizar na linguagem o simbolo
(] como simbolo funcional, uma vez que ele nao pode ser aplicado — na
maneira como esta definido — para o conjunto vazio. Mas conviveremos com
mais esse abuso de notacao, sabendo que esse nao nos causara problemas
contanto que tomemos o cuidado de nao escrever intersec¢ao de um conjunto
que pode ser vazio.

A partir do axioma da infinidade e do conceito de interseccao de familia
de conjuntos, construiremos o conjunto dos niimeros naturais, que, na teoria
dos conjuntos, costuma ser denotado por w.

Teorema A.7. Existe um unico conjunto w que satisfaz as sequintes propri-
edades:

(a) w é um congunto indutivo.

(b) Se A € um conjunto indutivo entio w C A.

Demonstragao: Fixe z um conjunto indutivo — cuja existéncia é garantida

pelo axioma da infinidade — e use os axiomas da parte e da separagao para
definir

w= ﬂ{y € P(z) : y é indutivo}

Vamos provar que w é indutivo. Primeiro, provemos que () € w. De fato,
se y é um subconjunto de x que é indutivo, entao () € y. Logo () pertence
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a interseccao de todos os subconjuntos indutivos de x. Agora, suponha que
z € w. Isso significa que z € y, para todo y suconjunto indutivo de z. Logo,
zt €y, para todo y C z indutivo. Logo, x* € A, provando a parte (a) do
teorema.

Agora provemos a parte (b). Seja A um conjunto indutivo. Repetindo o
argumento do paragrafo anterior, concluimos que A Nz é indutivo. Como
ANz C z, temos, pela definicao de w, que todo elemento de w também
pertence a A Nx. Ou seja, w C ANx e, portanto, w C A.

Mostremos a unicidade de w. Suponha que y é um conjunto que satisfaz
os itens (a) e (b) do teorema. Como ambos w e y sdo indutivos e satisfazem
o item (b), temos w C y e y C w, provando que y = w. [ |

Definicao A.8. Definimos o conjunto dos niumeros naturais como o con-
junto w descrito no Teorema A.7.

A.3 Produto cartesiano

O axioma do par nos permite construir, a partir de dois conjuntos a e b, o par
{a,b}. Porém, nessa definicao de par a ordem dos elementos nao importa,
de modo que {a,b} = {b,a}. Na definicao de par ordenado, a igualdade s
devera valer quando a ordem for a mesma.

Definigao A.9. Dados dois conjuntos a e b, definimos o par ordenado (a,b)
como o conjunto {{a},{a,b}}. Ou seja,

Ve(z € (a,0) & Vylyex < y=a)VVyly ez + (y=aVy="0))))

E facil verificar que o par ordenado existe e é inico. Basta aplicarmos
trés vezes o axioma do par: uma para formar o conjunto {a}, outra para o
conjunto {a,b} e a terceira para obter {{a},{a,b}}. A unicidade segue do
axioma da extensao.

Assim, podemos introduzir a notagao (a,b) como mais um simbolo funci-
onal bindrio na nossa linguagem estendida da teoria dos conjuntos (ou mais
uma abreviatura).

Notemos que, quando a = b, o par ordenado (a,b) é igual ao conjunto

{{a}}.

Teorema A.10. Dois pares ordenados (a,b) e (c,d) sao iguais se, e somente
se,a=ceb=d.
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Demonstragao: Um dos lados da equivaléncia é trivial: se a =ce b =d
entdo os pares ordenados (a,b) e (¢,d) s@o iguais. Mostraremos a outra
direcao.

Suponha que (a,b) = (¢,d). Como {a} € (a,b), temos que {a} € (¢, d).
Logo {a} = {c} ou {a} = {¢,d}. Em ambos os casos temos que a = ¢, pois
c € {a}.

Para provarmos que b = d, separemos em dois casos. No primeiro caso,
supomos que a = b, o que implica que (a,b) = {{b}}. Teremos que {c,d} €
(a,b) e, portanto, {c,d} = {b}, provando que b = d. No segundo caso,
supomos que a # b. Como {a,b} € (c,d) temos {a,b} = {c} ou {a,b} =
{¢,d}. Como {c} C {¢,d}, em ambos os casos o axioma da extensao garante

que b € {c,d}. Nao podemos ter b = ¢, pois provamos que a = ¢ e assumimos
que a # b. Portanto, b = d. [ |

O préximo teorema nos garante a existéncia do produto cartesiano entre
dois conjuntos.

Teorema A.11. Dados dois conjuntos A e B, existe o conjunto de todos 0s
pares ordenados (a,b) que satisfazem a € A eb € B.

Demonstragao: Usando os axiomas do par, da uniao, das partes e da
separacao, definimos o conjunto

X ={xeP(P(AUB)):3adb(a e ANbE BNz = (a,b))}

Para verificarmos que X atende as condicoes do teorema, sé resta verificarmos
que todo par ordenado (a,b) pertence a P(P(AU B)), paraa € Aeb € B.
De fato, {{a},{a,b}} € P(P(AU B)) é equivalente a {{a}, {a,b}} C
P(AU B), que ocorre se, e somente se, {a} € P(AUB) e {a,b} € P(AUB),
o que é verdade, pois {a} C AUB e {a,b} C AUB. [

O conjunto estabelecido pelo Teorema A.11 é chamado de produto carte-
siano de A e B, e sera denotado por A x B. Introduzimos essa notacao como
outra abreviatura, desempenhando o papel de um simbolo funcional binério.

Quando A e B sao iguais, utilizamos uma notagao especial: denotamos o
produto cartesiano A x A por A2,
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A.4 Axioma da escolha

A partir da definicao de par ordenado e produto cartesiano, podemos definir
funcgoes e relacoes da maneira que fizemos no Capitulo 3. Usando o axioma
da separacao, verifica-se que, dados dois conjuntos A e B, existe o conjunto
das funcoes de A em B, que serd denotado por B4.

Com o conceito de funcao e os novos simbolos aqui definidos podemos
introduzir o nosso pentltimo axioma: o axioma da escolha enuncia que, dada
uma familia de conjuntos nao-vazios, existe uma funcao que a cada conjunto
pertencente a essa familia seleciona um elemento desse conjunto.

Axioma 10 (da escolha). Para todo conjunto x de conjuntos nao-vazios
existe uma fungdao f: x — |Jx tal que, para todo y € x, f(y) € y.

V(D ¢ z — 3fIw((f € w") AVYVz((y,2) € f — (2 €y))))

Percebemos aqui a importancia das abreviaturas. Imaginem como seria
escrever esse axioma na linguagem da teoria dos conjuntos, apenas com o
simbolo € e os simbolos 16gicos!

Uma funcao f de dominio X tal que f(z) € xz, para todo x € X, é
chamada de fun¢ao de escolha do conjunto (familia de conjuntos) X.

A.5 Aritmética dos niimeros naturais

Deixamos como exercicio ao leitor provar que o conjunto w, com o conjunto
vazio interpretando a constante 0 e a operagao x+ = x U {z} interpretando o
simbolo funcional unario s, ¢ um modelo para os trés primeiros axiomas de
Peano (vide Exercicio 4 do Capitulo 7). Em particular, deixamos a cargo do
leitor provar o principio de inducao finita, em w.

Teorema A.12 (Principio da Indugao Finita). Seja P(n) uma férmula, onde
n aparece como varidvel livre. Suponha que vale P(0) e que P(n) implica
P(n™). Entao P(n) € verdadeira para todo n € w.

A demonstracao do teorema acima é simples: usando o axioma da se-
paragao definimos o conjunto de todos os elementos n de w tais que vale
P(n). Esse conjunto é indutivo. Logo, pelo Teorema A.7, é igual a w.

Vamos agora mostrar como definir as operacoes de adi¢ao e multiplicagao
em w, mostrando que o sistema ZFC é capaz de exprimir a aritmética. Antes,
precisamos enunciar e provar o Teorema da Recursao.
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Teorema A.13 (da recursao). Sejam X um conjunto, x um elemento de X
e g uma funcdo de X em X. Entao existe uma unica funcao f de w em w
tal que

o f(0) =z,
e f(n")=g(f(n)), para todon € w.

Demonstragao: Usando o axioma da separacao, defina o conjunto
C={RePwxX):(0,z) € RAVnVy((n,y) € R — (n",g(y)) € R)}.

Claramente w x X € C. Logo, C é nao-vazio. Podemos, portanto, definir o

conjunto
f=¢

Precisamos provar que f ¢ uma fungao e que satisfaz a condigao para per-
tencer a C.

Afirmagao 1: f€C

O procedimento da demonstragao da afirmacao 1 é analogo a demons-
tracao que w é um conjunto indutivo. Como (0,z) € R, para todo R € C,
entdo (0,2) € f. Se (n,y) € f, entdo (n,y) € R, para todo R € C. Logo,
pela hipdtese sobre os elementos de C, (n™,g(y)) € R, para todo R € C.
Logo, (n*,g(y)) € f, provando que f pertence a C.

Afirmacgao 2: f é uma fun¢ao de dominio w

Vamos provar, por inducao, que para todo n € w vale a seguinte férmula,
que iremos denotar por P(n):

Jy((n,y) € f)AVYVz(((n,y) € fA(n,2) € f) = (y = 2))

Notemos que P(n) é uma conjunc¢ao de duas férmulas: a primeira atesta
que n esta no dominio da relagao f, e a segunda parte assegura a unicidade
de y que satisfaz (n,y) € f.

Vamos provar P(0). Pela afirmacao 1, (0,z) € f. Mostraremos que, se
(0,y) € f, entdo y = x. Suponha, por absurdo, que existe y # x tal que
(0,y) € f. Considere R = f ~ {(0,y)}. Vamos verificar que R € C. De fato,
(0,z) € R, pois (0,z) € feax #y. Se(n,y) € R, entdo (n,y) € f, pois
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R C f. Logo, (n*,9(y)) € f (pela afirmagao 1). Como n* # 0 (axioma 4 de
Peano), temos que (n*, g(y)) € f é diferente de (0,y) e, portanto, pertence
a R.

Portanto, concluimos que R € C, o que implica que f C R. Como R C f,
temos f = R, absurdo, pois (0,y) € fe (0,y) ¢ R.

Vamos agora provar que P(n) implica P(n™).

Assumindo P(n) como verdadeiro, existe y tal que (n,y) € f. Logo, como
f €C, temos que (n*,g(y)) € f, provando a “primeira parte” de P(n*).

Agora supomos, por absurdo, que existe z # ¢(y) tal que (n*,z) € f.
Defina R = f ~ {(n", 2)}. Vamos verificar que R € C.

Como nt # 0, temos (0,z) € R. Suponha que (m,v) € R. Como
feCeRC ftemos que (m",g(v)) € f. Portanto, para mostrarmos que
(m*,g(v)) € R basta provarmos que (m*,g(v)) # (n*,2). Dividiremos em
dois casos: m #nem =n.

Se m # n, o axioma 3 de Peano nos garante que m* # n™ e, portanto,
(m*, 9(v) £ (n*, 2)

Suponhamos que m = n. Da hipdtese indutiva P(n) e da hipdtese (n,y) €
f segue que v = y. Como assumimos que z # g(y), vale (m™*, g(v) # (n™, 2).

Concluimos que R € C o que novamente contradiz com o fato de R estar
contido propriamente em f.

Provamos, por indugao, que vale P(n), para todo n € w, concluindo a
afirmacao 2.

Das afirmagoes 1 e 2 segue imediatamente o teorema. Sendo f uma funcao
de dominio w e satisfazendo as condigoes da familia de conjuntos C, temos
que (0,z) € f, o que significa que f(0) = x. Como, para todo n, temos,
pela prépria definicdo de funcao, (n, f(n)) € f, da afirmagao 1 segue que
(n*,g(f(n) € [, 0 que significa que f(n*) = g(f(n)).

A unicidade da fungdo f pode ser provada por indugao. Suponha que
existe h satisfazendo as mesmas condi¢oes do teorema estabelecidas para f.
Temos que f(0) = h(0), pois ambos sao iguais a . Se f(n) = h(n), entao
g(f(n)) = g(h(n)), e ambos sao iguais a f(n*) e h(n™). Logo, por inducao,
f=nh.

[ |

Usando o teorema da recursao definiremos, para cada ntimero natural m,
uma funcao s,, : w — w tal que

sm(0) =m
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sm(n") = (sm(n))"

A soma m+n serd definida como s,,(n). Utilizando novamente o teorema da
recursao e a definicao das funcgoes acima podemos definir, para cada ntmero
natural m, uma funcao p,, : v — w tal que

pm(O) =0

pm(n®) = (pm(n)) +m

e definimos m - n como p,,(n).
Essa definicao de soma e produto ainda precisa ser melhor justificada,
para podermos construi-la axiomaticamente. Facamos isso.

Teorema A.14. FExiste uma funcao s de w em w* tal que, para todo n,m €

w, s(m)(0) =m e s(m)(n*) = (s(m)(n))".

Demonstragao: Usando o axioma da separacao defina

s={(m, f) €wxw’ :Yn((f(0) =m)A(f(n") = (f(n)"))}

Pelo teorema da recursao, utilizando-o para a fungao g = {(n,n") : n €
w}, para cada m existe uma unica f satisfazendo as condig¢oes descritas na
definicao de s. Logo, s é uma funcao.

[ |

Definicao A.15. Definimos a operacao de soma em w como a fun¢ao + :
wXw — w dada por +((m,n)) = s(m)(n). Denotamos +((m,n)) por m+n.

Teorema A.16. Existe uma funcdo p de w em w* tal que, para todo n,m €
w, p(m)(0) =0 e p(m)(n") = p(m)(n) + m.

Demonstragao: Usando o axioma da separacao defina

p=A{(m, f) € wxw” :Vn((f(0) =0) A (f(n") = (f(n) +m)))}

Considere g = {(i,j) € w X w : i +m = j}. Apds o leior provar a lei do
cancelamento para a soma, ¢é facil verificar que g é uma funcao. Tomando
essa funcao ¢ no enunciado do teorema da recursao, mostramos que para
cada m existe uma tnica f tal que (m, f) € p. Logo, p é uma funcao. |
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Definicao A.17. Definimos a operacao de produto em w como a func¢ao
Cw X w — w dada por -((m,n)) = p(m)(n). Denotamos -((m,n)) por
m-n.

Da definicao de soma e produto seguem os seguintes axiomas da aritmética
de Peano, quando adicionamos os simbolos funcionais binarios + e - a lin-
guagem da aritmética:

m+0=m
m+nt =(m+n)t
m-0=0
m-nt=(m-n)+n

Como de costume, usaremos a notagao xy no lugar de x - y.

A.6 Construcao do conjunto dos nimeros in-
teiros

A construcao dos nimeros inteiros a partir dos naturais se assemelha muito
a construcao dos racionais a partir dos inteiros, sendo essa ultima mais co-
nhecida.

Iremos identificar pares de niimeros naturais que “possuem a mesma di-
ferenga”. Por exemplo, identificaremos o par (5,3) com os pares (4,2), (6,4)
etc. Assim, o nimero inteiro 2 é o conjunto {(2,0), (3,1),(4,2),...} (sendo
esses pares ordenados formados por nimeros naturais), enquanto —2 é o
conjunto {(0,2),(1,3),(2,4),...}.

Definimos R C (w x w)? como o conjunto dos pares ((a,b), (c,d)) tais que
a + d = b+ c. Deixamos como exercicio ao leitor provar o seguinte fato:

Afirmacao: R é uma relacao de equivaléncia
Defina o conjunto dos nimeros inteiros como
Z=(wxw)/R

Falta definirmos as operagoes de soma e produto em Z. Para nao sobre-
carregar o texto, abusaremos a notagao utilizando os mesmos simbolos + e -
para a soma e produto de ntimeros inteiros. Uma defini¢cao informal seria

[(a,0)] + [(c,d)] = [(a + ¢, b + d)]
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[(a,b)] - [(e, d)] = [(ac + bd, ad + bc)]

Intuitivamente, o par (a,b) representa o nimero inteiro a — b. Pelas pro-
priedades que conhecemos sobre as operagoes de niimeros inteiros verificamos
que (a—b)+(c—d) = (a+c)—(b+d), e (a—b)-(c—d) = (ac+bd) — (ad+bc),
justificando a defini¢ao acima.

No entanto, precisamos mostrar que tal definicao nao depende da escolha
do representante. Para formalizar esse argumento, definimos a soma e o
produto do seguinte modo:

S = {(x,y,2) € Z* : 3a3b3c3d((a,b) € x A (c,d) €y A (a+c,b+d) € 2}

P = {(z,y,2) € Z* : 3a3b3c3d((a,b) € A (c,d) € y A (ac+bd,ad+be) € 2}
Teorema A.18. Sejam S e P definidos como acima. Temos que

(a) S e P sao fungoes;

(b) Para todos a,b,c,d em w temos que S([(a,b)],[(c,d)]) = [(a + ¢, b+ d)];

(c) Par)c]z todos a,b,c,d em w temos que P([(a,b)],[(c,d)]) = [(ac + bd, ad +
be)|.

Demonstragao: Para as trés partes do teorema precisamos mostrar a in-
dependéncia em relacao a escolha dos representantes. Isto é, mostraremos a
seguinte afirmacao:

Afirmacao: Se (a,b)R(d',b') e (¢,d)R(c/,d') entao (a+c, b+
A)R(a + 0 +d') e (ac+ bd,ad + be)R(a'd + bV d,a'd + V).

Provaremos a afirmagao assumindo as propriedades conhecidas da aritmética:
comutatividade, associatividade, lei do cancelamento etc.

Suponha que (a,b)R(da’, V') e (¢,d)R(¢,d’). Isso significa que a+b0 = b+d’
ec+d =d+. Logo,a+b +c+d =b+a +d+ c, o que significa que
(a+c,b+d)R(a + bV +d).

Agora veremos que (ac + bd,ad + be)R(a'd + V' d,d’'d + V).

Comoa+b =d+bec+d = +d, temos que, para todos x,y, z, w em
w, vale a seguinte igualdade:

(a+b)x+(c+d)y+(a' +b)z+(d+d)w = (a'+b)x+( +d)y+(a+b") 2+ (c+d )w
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Tomando z = ¢+, y =a+d, 2z =d+d e w = b+ ¥V, utilizando as
propriedades operatdrias de niimeros naturais, provamos que ac+ bd + a’d’ +
b'd =ad+be+ad'd +b'd e, portanto, (ac+bd, ad+be)R(a'¢ +b'd',a'd + V).
Deixando os detalhes das contas para o leitor completar, concluimos a prova
da afirmacao.

Para provar que S é uma funcao de Z? em Z, primeiro precisamos mostrar
que, para todo (z,y) € Z?, existe z tal que (z,y,z) € S. Mas isso é verdade,
pois pelo Teorema 3.14, parte (b), x e y sdo nao-vazios. Logo, existem (a, b) €
ze (c,d) € y. Pelaparte (a) do mesmo teorema, existe z tal que (a+c, b+c) €
z, 0 que nos dé, pela definigao de S, que (z,y,z) € S. O mesmo argumento
mostra que, para todo (z,y) € Z?, existe z tal que (z,y,z) € P, tomando,
desta vez, z contendo (ac + bd, ad + bc).

Isso jé prova, quando concluirmos que S e P sdo fungoes, as partes (b) e
(c) deste teorema.

Agora vejamos a unicidade. Suponha que (z,y,z) € S e (z,y,2) € S.
Pela definicao de S, (z,y,z) € S implica que existem numeros naturais
a, b, c,d tais que (a,b) € z, (¢,d) € ye (a+c,b+d) € z, e (z,y,2') € S implica
que existem numeros naturais a’,V', ¢, d" tais que (a/,V') € z, (¢,d') € y e
(a4 0V +d)er.

Note que nao podemos, a principio, assumir que os numeros a,b,c,d
que testemunham que (z,y,z) € S sdo os mesmos que testemunham que
(x,y,2) € S.

Porém, como (a,b) e (a’,0') ambos pertencem a z, o Teorema 3.14, parte
(d), nos garante que (a,b)R(a’,b’). Da mesma forma temos (c,d)R(c,d’).
Logo, pela afirmagao, (a+c, b+d)R(a'+c', ' +d'). Logo, o Teorema 3.14, parte
(d), também nos assegura que (a’' 4,0’ +d') € z. Portanto, (¢/ +c,b'+d') €
2z N 7, o que implica, pela parte (¢) do Teorema 3.14, que z = 2/, como
queriamos provar.

A demonstracao de que P é uma funcao é analoga.

Sendo z e y nimeros inteiros, denotamos S((z,y)) por z +y, e P((x,y))
por z -y ou, simplesmente, xy. Realgamos que estamos abusando a notagao,
ao usar o mesmo simbolo para designar operacoes em conjuntos diferentes.

Definir funcao em classes de equivaléncia através de um representante,
para depois mostrar que a definicao independe da escolha do representante,
é uma pratica bastante comum no cotidiano da matematica, com a qual o
estudante deve ter se deparado diversas vezes. Aqui foi apresentada a for-
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malizacao desse processo, que, como podemos notar, nao é trivial, apesar de
ser bem intuitivo. Reparem que todos os itens do Teorema 3.14 foram utili-
zados e, na demonstracao desse, foram utilizadas todas as trés propriedades
de relacao de equivaléncia.

A.7 Construcao do conjunto dos nimeros ra-
cionais

A construcao de Q a partir de Z é semelhante a construgao de Z a partir de
w.

Primeiro definimos o nimero inteiro 0 (eventualmente denotado por 0z,
quando houver possibilidade de confus@o com o ntimero natural 0) como a
classe [(0,0)].

Definimos uma relacdo R em Z X (Z ~ {0z}) como

R={((a,b), (c,d) € (Z x (Z~ {02}))? : ac = bd}

Fica como exercicio verificar que R é uma relacao de equivaléncia.
Definimos

Q= (Z x(Z~A{0}))/R
Obviamente, a classe de equivaléncia representada pelo par (a,b) corres-
ponde ao nimero racional representado pela fracao ¢, e R ¢ a equivaléncia
de fragoes.
Definimos a soma e o produto de ntimeros racionais da seguinte forma:

[(a,)] + [(c, d)] = [(ad + be, bd)]
[(a,0)] - [(c; d)] = [(ac, bd)]

Deixamos como exercicio ao leitor provar que essa definicao independe da
escolha do representante. Os demais detalhes para a formalizagao sao iguais
aos que foram feitos anteriormente, para os nimeros inteiros.

A.8 Construcao do conjunto dos nimeros re-
ais

Vimos no Exercicio 8 do Capitulo 7 que nao é possivel axiomatizar o conjunto
dos nimeros reais diretamente na légica de primeira ordem. Porém, dentro
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do sistema ZFC, que é formalizado em primeira ordem, conseguimos construir
um corpo ordenado completo (a grosso modo, o conjunto dos niimeros reais),
tornando os teoremas de andlise na reta partes de ZFC. Fica claro, também,
que

A construgao que sera feita nesta se¢ao deve-se a Richard Dedekind (1831—
1916). Convém ressaltar que essa formulacao antecede, historicamente, a
propria definicao dos conjuntos dos nimeros naturais, e até mesmo a teoria
axiomatica dos conjuntos. Os temas apresentados neste Capitulo — e no livro,
em geral — nao estao, de forma alguma, dispostos em ordem cronoldgica.

Recomendamos [1] para um estudo mais detalhado da construcao dos
nimeros reais, incluindo outras abordagens, como a das sequéncias de Cau-
chy.

Para construirmos os niimeros reais a partir dos racionais, precisamos,
antes, introduzir algumas defini¢oes sobre a ordem em Q.

Dizemos que um nimero inteiro x é positivo se existe n € w tal que n # 0
e (n,0) € .

Dizemos que um numero racional x é positivo se existe (a,b) € x tal que
a e b sao numeros inteiros positivos.

Definimos uma relagdo < em Q da seguinte forma: a < b se, e somente
se, existe um numero racional positivo ¢ tal que a + ¢ = b.

Dizemos que um subconjunto C' de Q é um corte se satisfaz as seguintes
propriedades:

e & nao-vazio: Jz(r € O);

e nao contém todos os racionais: Jx(x € Q Az ¢ C);

e ndo tem maximo: VarIy(z < y);

e ¢ fechado para baixo: VaVy((x € C ANy <z) —y € C).

Definimos o conjunto dos nimeros reais como:
R={CCQ:C éum corte}

Intuitivamente, na construcao por cortes, pensamos em um nuimero real
r. o conjunto dos racionais menores do que r. Por exemplo, v/2 é definido
como o conjunto

V2={zeQ:(z<0)V(z -z <2)}
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Dados dois nimeros reais A e B (ou seja, dois cortes contidos em Q)
definimos a soma e o produto de A e B como:

A+B={a+b:(a€ A)A(be B)}

A-B={zeQ:3a3b((ac A)A(be B)A(z <a-b)}

Deixamos como exercicio provar que as defini¢coes acima estao boas. Ou
seja, que os subconjuntos de QQ definidos acima sao cortes. Ao leitor mais
paciente indicamos a tarefa de provar todos os axiomas de corpo ordenado
completo — com a ordem dada pela inclusao — que sao estudados em anélise
real.

Exercicios

1. Prove as seguintes afirmacdes:
(a) Uo=0.

(b) U{0} =0.

(c) U{0,{0}} = {0}.

(d) UP(x) =z, para todo x.

(e) Un™ = n, para todo 1 € w.
(f) Uw =w.

(g) Se z Cyentio Uz C Uy.

(h) Se x C y e ambos sao nao-vazios, entdo [y C [ z.

2. Prove que os axiomas do vazio e da separacao sao dispensaveis, podendo
ser provados a partir dos outros axiomas de ZFC e dos axiomas logicos.

3. Encontre uma maneira alternativa de definir par ordenado, de modo que
o Teorema A.10 continue verdadeiro para essa nova definicao. Justifique.
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4. Prove que, em ZFC, nao existe o conjunto de todos os conjuntos enu-
meraveis. Dica: Mostre que, se esse conjunto existir, podemos usar os axi-
omas de ZFC para obter o conjunto de todos os conjuntos, contrariando o
Teorema A.1.

5. Prove que, para todo conjunto X, existe o conjunto {{z} : x € X}.

6. Usando o axioma da regularidade, prove que nao existe uma funcao f
de dominio w tal que f(n™) € f(n), para todo n € w.

7. Dizemos que um conjunto x € transitivo se z € y e y € x implicam que
z € x, para todos y e z.

(a) Prove que x é transitivo se, e somente, | Jz C z.
(b) Prove que w é transitivo.

(c) Usando o axioma da regularidade, prove que o conjunto vazio pertence
a qualquer conjunto transitivo nao-vazio.

8. Para uma determinada teoria consistente T, prove que nao existe, em
ZFC, o conjunto de todos os modelos para T.

9. Prove que toda teoria consistente possui um modelo que tem, como
dominio, um subconjunto de w.

10. Assumindo que ZFC é consistente, pelo teorema de Loweinheim-Skolem
existe um modelo enumeravel (isto é, de dominio enumerével) para ZFC. Sa-
bemos que, em ZFC, podemos provar que existem conjuntos nao-enumeraveis,
como P(w). Como vocé explica, entdo, essa aparente contradigao: o “con-
junto de todos os conjuntos” é enumeravel, apesar de conter diversos conjun-
tos nao-enumeraveis?

11. Assumindo que ZFC é consistente, use o segundo teorema de Godel

para provar que a seguinte afirmacao é verdadeira mas nao pode ser provada
em ZFC:
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“Existe um conjunto M e uma relacao R C M x M tal que
(M, R) é um modelo para a linguagem da teoria dos conjuntos
que satisfaz os axiomas de ZFC”.
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Apeéndice B
Algebras de Boole

As algebras de Boole nos oferecem uma perspectiva diferente para compre-
endermos a logica proposicional. Neste apéndice veremos como ocorre essa
relacao. O leitor familiarizado com os Capitulos 2 e 3 ja esta apto para
acompanhar este apéndice e tirar proveito dele.

Hoje, as algebras de Boole possuem diversas aplicagoes na matematica
moderna, como topologia e analise funcional. Trataremos apenas de seus ru-
dimentos, com foco nas algebras de Lindenbaum, pela sua relevancia quanto
ao tema deste livro.

Recomendamos [15] para um estudo avancado sobre a drea.

B.1 Algebras de Boole

Como acontece nos cursos de algebra abstrata, definimos uma &lgebra de
Boole como um conjunto munido de algumas operagoes satisfazendo deter-
minadas condigbes (chamadas de aziomas). Usaremos os simbolos +, - e —
para tais operagoes, embora notaremos que nao ha muita semelhanga dessas
operacoes com as que conhecemos nos conjuntos numéricos. A operacao +
corresponde a disjuncao, ou a uniao de conjunto, a operacao - corresponde a
conjunc¢ao, ou a intersecgao, e — representa a negagao ou o complemento de
conjuntos.

Defini¢ao B.1. Uma dlgebra de Boole é uma estrutura A = (A, +,-,—,0,1),
onde + e - sdo operagoes binarias em A, — é uma operacao unéria e 0 e 1
sao dois elementos distintos de A, que satisfaz, para todo a,b,c € A:

Bl a+ (b+c) = (a+b) + ¢; (associatividade)

167
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Bl a-(b-c)=(a-b)-c

B2 a+ b= b+ a; (comutatividade)

B2 a-b=5b-a;

B3 a+ (a-b) = a; (absorgao)

B3 a-(a+b)=a;

B4 a-(b+c)=(a-b)+ (a-c); (distributividade)
B4 a+(b-c)=(a+Db)(a+c);

B5 a+ (—a) = 1; (complementagao)

BY a-(—a)=0.

Ou seja, uma algebra de Boole é um modelo que satisfaz as féormulas
acima, considerando a linguagem formada pelas constantes 0 e 1, o simbolo
funcional unario — e os simbolos funcionais binarios + e -.

Mantendo a coeréncia com a nomenclatura usada para modelos de lin-
guagens de primeira ordem, dada uma dlgebra de Boole A = (A, +,-,—,0, 1),
chamamos o conjunto A de dominio de A. Por abuso de notagao, eventual-
mente denotaremos a algebra A pelo seu dominio A.

Notemos que os axiomas de algebras de Boole aparecem aos pares, sendo
que em cada par um deles é o “espelho” do outro, trocando as operagoes +
e - e as constantes 0 e 1. Portanto, se demonstrarmos um teorema a partir
desses axiomas, também vale o dual desse teorema (isto é, se trocarmos as
operagoes e as constantes do enunciado do teorema), visto que podemos,
na demonstragao, substituir também os axiomas pelos seus duais. Veremos
um exemplo disso no teorema seguinte, quando provarmos alguns resultados
basicos sobre algebras de Boole. Esses resultados também serao apresentados
— quando for o caso — aos pares.

Teorema B.2. Seja A= (A, +,:,—,0,1) uma dlgebra de Boole. Entao, para
todos a,b € A valem as sequintes propriedades:

1.a+0=aea-1=a;

2. a+a=aea-a=a (idempoténcia);
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a-0=0ea+1=1;
Sea-b=0ea+b=1 entao b= —a;

—(—a) = a;

S v S

—(a-b) = (—a)+ (=b) e =(a+b) = (—a) - (—=b) (leis de Morgan).

Demonstracao: Por B5’ temos que a +0 = a+ ((a) - (—a)), que é igual a
a, por B3. A segunda parte do item 1 é anédloga, trocando os simbolos + e -
e os simbolos 0 e 1. Isto é, por B5 temos a-1 =a- ((a) + (—a)), que é igual
a a, por B3’

A partir de agora, mostraremos apenas a primeira parte de cada item,
quando for o caso, sendo que a segunda demonstra-se analogamente, por
“espelhamento”.

Pelo item 1 e por absorgao, a +a =a+ (a-1) = a, o que prova o item 2.

Por complementagao e associatividade, a-0 = a-(a-(—a)) = (a-a)-(—a).
Pelo item 2 e por complementacao concluimos que a -0 = a - (—a) = 0,
provando o item 3.

Suponhamos que a-b=0e a+b= 1. Mostraremos que b = —a. De fato,
pelo item 1 temos —a = (—a)+0. Pela hipdtese temos (—a)+0 = (—a)+(a-b)
e, pela distributividade, (—a) + (a - b) = ((—a) + a) - ((—a) + b), que, pela
complementagao, é igual a 1 - ((—a) + b). Pelo item 1, concluimos que —a é
igual a (—a) + b. Logo, usando o item 1, a hipdtese, a distributividade e a
absorcao, temos

—a=(—a)+b=((—a)-1)+b = ((—a)-(a+b))+b = ((—a)-a)+((—a)-b))+b =

(04 (—a)-b)+b=((—a)-b)+b=1b

Pela complementagao e comutatividade temos (—a)-a =0e¢ (—a)+a = 1.
Logo, do item 4 segue que a = —(—a), provando o item 5.

Mostraremos agora o item 6 (como sempre, a primeira parte). Pelo item
4, é suficiente provar que ((—a)+(—=b))-(a-b) =0e ((—a)+(—=b))+(a-b) = 1.

Usando distributividade, associatividade, comutatividade e complementacao,
temos que

((=a) + (=) - (a-b) = ((=a) - (a- b)) + ((=b) - (a- b)) =
((=a)-(a-0)) +((=b) - (b-a)) =0+0=0
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A partir das operacoes, podemos definir uma ordem numa &algebra de
Boole.

Definicao B.3. Numa dlgebra de Boole A, definimos a relacao < por a < b
se e somente se a = a - b, para todos a,b € A.

Teorema B.4. A relacao < € uma ordem em uma dlgebra de Boole.

Demonstragao: A reflexividade segue da idempoténcia: a-a = a. A anti-
simetria é consequéncia da comutatividade. De fato, se a-b=aeb-a=0b
entao, como a-b=b-a, temos a = b. Mostremos a transitividade. Suponha
quea <beb<c Temosquea-c=(a-b)-c=a-(b-c)=a-b=a, provando
que a < c. [ ]

Exercicio: Verifique que 0 é o minimo de A e 1 é o maximo. Verifique
que a ordem numa &algebra de Boole é um reticulado, isto é, dois elementos
quaisquer possuem sempre um supremo (o menor elemento maior ou igual a
ambos) e um infimo (o maior elemento menor ou igual a ambos). O supremo
e o infimo de a e b sao, respectivamente, a + b e a - b, e, para mostrar que
eles o sao de fato precisamos mostrar o seguinte:

e a<a+beb<a+b;
esca<ceb<centaoa+b<c
ea-b<aea-b<li

escc<agec<bentaoc<a-b.
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B.2 Algebras de Conjuntos

Para entender melhor o que significam as operacoes de algebras de Boole, o
melhor exemplo sao as algebras de conjuntos, onde interpretamos a operacao
+ como uniao, a operagao - como intersec¢cao e — como complemento.

Utilizaremos a notacao P(X) para representar o conjunto de todos os
subconjuntos de X.

Definicao B.5. Seja X um conjunto nao-vazio. Uma dlgebra de conjuntos
sobre X é uma familia A C P(X) que contém X e é fechado por intersecgoes
finitas e complementos, isto é:

(a) X € A,

(b) SeY,Z € Aentao Y NZ € A;

(c) SeY € Aentao X \Y € A.

Dessas trés propriedades, deduzimos as seguintes:
(d) 0 e A;

(e) SeY,Z e Aentao YU Z € A.

O proximo lema pode ser demonstrado através de uma simples verificagao
dos axiomas de dlgebras de Boole.

Lema B.6. Uma dlgebra de conjuntos sobre X é uma dlgebra de Boole, onde
0=0,1=X easoperacoes -, + e — sao, respectivamente, interseccao, uniao
e complemento em relacao a X.

Dois exemplos bem conhecidos de algebras de conjuntos sao a algebra
P(N) (o conjunto de todos os subconjuntos de N), e a dlgebra FinCofin(N)
(o conjunto dos subconjuntos de N que sao finitos ou cofinitos — isto é, cujo
complementar em rela¢ao a N é finito).

Definicao B.7. Dadas duas algebras de Boole A e B, de dominios A e B,
respectivamente, um homomorfismo de A em B é uma funcdo f: A — B
satisfazendo
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e, para todos z,y € A,
ha -y) = h(x) - hy), h(z+y) = h(z) + h(y), h(—z) = —h(z).

Um isomorfismo é um homomorfismo bijetor. Dizemos que A é isomorfa a
B se existe um isomorfismo de A em B.

A fungao inversa de um isomorfismo é um isomorfismo (exercicio). Por-
tanto, se A é isomorfo a B também teremos B isomorfo a A, o que nos permite
dizer, sem risco de ambiguidade, que A e B sao isomorfas.

Na Se¢ao B.4 mostraremos que toda algebra de Boole é isomorfa a uma
algebra de conjuntos.

B.3 Algebras de Lindenbaum

Outro exemplo de algebra de Boole particularmente interessante para o es-
tudo de logica sao as dlgebras de Lindenbaum. Focaremos na algebra de
Lindenbaum da légica proposicional, mas veremos como podemos construir
uma algebra de Lindenbaum a partir de uma ampla gama de sistemas 16gicos,
incluindo a logica de primeira ordem.

A ideia geral da dlgebra de Lindenbaum é simples: identificamos férmulas
equivalentes como se fossem a mesma, e os operadores +, - e — passam a
significar V, A e -, respectivamente.

Antes de definirmos a algebra, comecamos enunciando um lema cuja de-
monstracao é simples e sera deixada ao leitor:

Lema B.8. Seja L o conjunto das formulas da logica proposicional. Seja ~
uma relagcao bindria em L dada por A ~ B se, e somente se, A <> B € uma
tautologia. Entao ~ € uma relacao de equivaléncia em L.

Definicao B.9. Definimos a dlgebra de Lindenbaum sobre a légica proposi-
cional como a seguinte algebra de Boole:

e O dominio é L/ ~, isto é, o conjunto das classes de equivaléncia de ~;
e A constante 0 é a classe das contradigoes, isto é, 0 = [p A —p;
e A constante 1 é a classe das tautologias, isto é, 1 = [p V —p];

e A operagao + ¢ dada por [A] + [B] = [AV B];
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e A operagdo - é dada por [A] - [B] = [A A B];
e A operagdo — ¢ dada por —[A] = [—A].

Ha algumas coisas, nessa definicao, que precisam ser mostradas. Pri-
meiro, como usualmente acontece quando definimos operacoes em classes de
equivaléncia, precisamos mostrar que as operacoes estao bem definidas, ja
que definimos a operacao + escolhendo representantes das classes. Notemos,
porém, que se [A'] = [A] e [B'] = [B] isso significa que A’ é equivalente a A
e B’ é equivalente a B. Logo (fica como exercicio ao leitor mostrar) A’V B’
é equivalente a AV B e, em particular, [A"V B'] = [AV B]. Portanto, a
defini¢ao de [A] 4 [B] como [AV B] independe da escolha dos representantes,
e por isso esta bem definida. A mesma coisa vale para as operacoes - e —.

Precisamos provar que essa defini¢ao satisfaz os axiomas de algebras de
Boole, conforme a Definicao B.1. Mas isso é um simples exercicio de veri-
ficacao de tautologias, que o leitor podera resolver sem dificuldades.

Outra pergunta que lancamos ao leitor, para reflexao, é a seguinte: por
que precisamos das classes de equivaléncia para definir a dlgebra de Linden-
baum? Por que nao tomamos como dominio simplesmente a linguagem da
l6gica proposicional?

Agora analisemos a ordem na algebra de Lindenbaum. Pela definicao
de ordem em é&lgebras de Boole, temos que [A] < [B] se, e somente se,
[A] - [B] = [4]. Isto é, se (A A B) <» A é uma tautologia. Mas reparem
que essa férmula sé serd falsa se A for verdadeira e B for falsa. Logo, essa
férmula é equivalente a A — B, o que nos leva ao seguinte resultado:

Lema B.10. Na dlgebra de Lindenbaum da légica proposicional, [A] < [B]
se, e somente se, A — B é uma tautologia.

Notem que (p A —p) = Ae A — (pV —p) sao tautologias, para qualquer
formula A. Ou seja, uma contradi¢ao implica qualquer féormula, e qualquer
férmula implica uma tautologia. Isso justifica o fato ja provado (para qual-
quer algebra de Boole) de que 0 < x e z < 1, para qualquer z.

Falamos, na secao anterior, que toda dlgebra de Boole pode ser represen-
tada por uma algebra de conjuntos. Em particular, a algebra de Lindenbaum
pode ser representada por uma algebra de conjuntos. Veremos uma maneira
de fazer essa representacao, o que ira esclarecer melhor ainda a relagao entre
os operadores logicos e as operacoes conjuntisticas.

Seja X o conjunto de todas as valoragoes da légica proposicional. Con-
sidere P(X) o conjunto das partes de X, isto é, o conjunto de todos os
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subconjuntos de X. Vamos definir uma funcao injetora f de L/ ~ em P(X)
da seguinte forma:

fAD) ={V e X: V(A) =1}

Ou seja, f([A]) é o conjunto das valoragoes para as quais A é verdadeira.

Notemos que f estd bem definida pois, por definicao, se A é equivalente
a A’ entao as valoragoes que satisfazem A sdo as mesmas que satisfazem A’.
Logo, f([A]) ndo depende da escolha de representantes. Também notemos
que f é injetora. De fato, se f([A]) = f([B]) isso significa que, para toda
valoracao V', V(A) = 1 se, e somente se, V(B) = 1. Mas isso implica que
A < B é uma tautologia e, portanto, [A] = [B].

Como nenhuma valoragao satisfaz uma contradigao, temos que f(0) = 0.
Por outro lado, as tautologias sao verdadeiras para qualquer valoracao. Logo,
f(1) = X. As valoragoes que satisfazem A A B sao justamente aquelas que
satisfazem A e satisfazem B. Logo, f([A A B]) = f([A]) N f([B]). Analoga-
mente, f([AV B]) = f([A) V (B e f([~A]) = X ~ f([A]).

Portanto, f é um homomorfismo da &algebra de Lindenbaum na algebra
P(X). Se tomarmos A a imagem de f, as contas acima mostram que A é
uma algebra de conjuntos, e f é um isomorfismo sobre A.

Resumindo: podemos identificar uma classe de equivaléncia de uma férmula
da logica proposicional com o conjunto das valoracoes que a tornam verda-
deira. Essa é uma maneira de interpretarmos os diagramas de Venn-Euler:
cada ponto do diagrama representa uma valoragao, e as regioes que pinta-
mos sao classes de equivaléncia de formulas, isto €, conjuntos de valoragoes.
Notemos que, nos diagramas de Venn-Euler, duas férmulas equivalentes sao
representadas pela mesma regiao. Ou seja, assim como acontece na algebra
de Lindenbaum, os diagramas de Venn-Euler nao distinguem férmulas equi-
valentes.

As algebras de Lindenbaum também podem ser aplicadas, da mesma
maneira, a légica de primeira ordem. A construcao de Henkin (Teorema 7.17)
— usada para mostrar o teorema da completude da logica de primeira ordem
— possui alguma semelhanca com as algebras de Lindenbaum.

Descreveremos, agora, uma definicao mais geral para as dlgebras de Lin-
denbaum. Para isso, introduzimos a seguinte defini¢ao:

Definigao B.11. Uma ldgica é uma tripla £ = (A, Lz, b)), onde Ap é
um conjunto de simbolos, L, é um conjunto ndo-vazio de férmulas (que
sao sequéncias finitas de elementos de A.) e F, é uma relagado contida em
P(Lg) X L[;.
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Dizemos que £ é uma extensdo da logica proposicional se os simbolos V
e - pertencem a A, e valem as seguintes propriedades:

e Se A e B pertencem a L., entdo —(A) e (A) V (B) pertencem a L;
e Se A é uma instancia de tautologia, entao I' =, A, para todo I' C L;

e Sel'FpAel'F, (mA)V B entao I' -, B.

Além disso, dizemos que L é consistente se existe pelo menos uma férmula
A € L, tal que nao ocorre ) =, A. Se L estende a logica proposicional, isso
equivale a dizer que nao existe uma férmula A tal que O, A e 0 k. —=(A).

A definigao de instancia de tautologia é analoga a Defini¢ao 6.1.

Se £ é uma légica que estende a légica proposicional, podemos definir os
conectivos A, — e <+ do mesmo modo como fizemos para légica proposicional
e de primeira ordem (vejam Capitulos 2 e 4).

Escrevemos F, A quando 0 -, A.

Enunciamos, agora, a definicao geral de algebra de Lindenbaum.

Definicao B.12. Seja £ uma légica consistente que estende a logica propo-
sicional. Definimos a dlgebra de Lindenbaum da logica £ como a estrutura
(A, +,-,—,0,1) definida como

e A é o quociente L/ ~, onde ~ é a relacao de equivaléncia dada por
A ~ B se, e somente se, b, (A) + (B);

e [A] + [B] é definido como [(A) V (B)];
e [A]-[B] ¢ definido como [(A) A (B)];
e —[A] é definido como [~(A)];

0 ¢é a classe [(A) A (=(A))], para algum A em L;

1 é aclasse [(A) V (=(A))], para algum A em L.

Precisamos provar, novamente, para essa definicao geral de logica, que
a definicao acima é boa. Isto é, precisamos mostrar que ~ é, de fato, uma
relacao de equivaléncia, as operagoes +, - e — independem da escolha do
representante, e as defini¢oes de 0 e 1 independem da escolha da formula A.

Resta, é claro, provar que a definicao acima é, de fato, uma algebra de
Boole. Para isso, é essencial a hipotese de que L é consistente.

O Lema B.10 vale também para as algebras de Lindenbaum genéricas.
Isto é, [A] < [B] se, e somente se, k. (A) — (B)
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B.4 Teorema de representacao de Stone

Antes de mostrarmos o teorema de representacao de Stone, precisamos dis-
cutir sobre ultrafiltros em uma &algebra de Boole e, para isso, enunciaremos
o lema de Zorn.

Introduzimos alguma defini¢oes sobre ordem. Chamamos de conjunto
ordenado um par (X, <), onde X é um conjunto nao-vazio e < é uma ordem
sobre X. Uma cadeia em (X, <) é um subconjunto de X que é totalmente
ordenado com a ordem <. Isto é, C' C X é uma cadeia em (X, <) se, para
todos z,y € C, temos z < y ou y < x.

Um elemento m de X é mazximal se nao existe x € X tal que m < x e
m # x. Ou seja, m nao necessariamente é maior que todos os elementos de
X, mas nao € menor que qualquer outro elemento de X.

Se S é um subconjunto nao-vazio de X, dizemos que s € X é um limitante
superior de S se x < s, para todo x € X.

Teorema B.13 (Lema de Zorn). Seja (X, <) um conjunto ordenado na qual
toda cadeia admite um limitante superior. Entao (X, <) possui um elemento
maximal.

O lema de Zorn é uma consequéncia do axioma da escolha. De fato, ele é
equivalente ao axioma da escolha, em ZF. Ou seja, se substituirmos o axioma
da escolha pelo Lema de Zorn, em ZFC, obtemos um sistema equivalente a
ZFC, provando exatamente os mesmos teoremas. Indicamos [9] para essa
demonstracao.

Definigao B.14. Sejam A = (A, +,-,—,0,1) uma &algebra de Boole e < a
ordem dada pela Definicao B.3. Dizemos que um subconjunto F de A é um
filtro sobre A se satisfaz as seguintes condicoes:

e 0¢ F;

o lcF}

escac Fea<bentaobe F;
e sea,be Fentaoa-b e F;

Um filtro u € A é um ultrafiltro sobre A se u nao esta contido propriamente
em nenhum filtro. Isto é, se F' é um filtro e u C F entao u = F'.
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Usando o lema de Zorn mostraremos que todo filtro pode ser estendido a
um ultrafiltro, conforme o seguinte lema:

Lema B.15. Sejam A = (A, +,-,—,0,1) uma dlgebra de Boole e F' um filtro
sobre A.

(a) F € um ultrafiltro se, e somente se, para todo a € A, temos a € F ou
—a € F, mas nao ambos.

(b) Se F' € um ultrafiltro e a+b € F, entao a € F oub e F.

(c) Eziste um ultrafiltro u tal que F C w.

Demonstragao: Para mostrar a parte (a), suponha que F' é um filtro e
que, para todo a € A, temos a € F ou —a € F. Mostraremos que F é um
ultrafiltro. De fato, suponha que existe um filtro G tal que G # F e F' C G.
Isso significa que existe a € G tal que a ¢ F. Mas, pela hipétese sobre F,
temos que —a € F' e, portanto, a € GG. Como G ¢é um filtro, isso implica que
a-(—a) € G. Mas, como a - (—a) = 0, isso contradiz que G é um filtro.

Reciprocamente, se F' é um filtro ja vimos que nao podemos ter ambos a
e —a pertencentes a F'. Suponha, portanto, que F' é um filtro e existe a € A
tal que a ¢ F e —a ¢ F. Mostraremos que F nao é um ultrafiltro, provando
que existe um filtro maior que F' contendo a ou —a.

Suponha que existem b € Fec € F taisqueb-a=0ec-(—a)=0. Em
particular, temos que b-c € F, (b-¢c)-a=0¢e (b-¢)-(—a) = 0. Logo, usando
distributividade e complementacao, temos

0=((b-c)-a)+((b-)(=a)) = (b-¢) - (a+(=a)) =b-c

Portanto, concluimos que b-c = 0 e pertence a I, contradizendo que F' é um
filtro.

Com isso provamos, por absurdo, que b-a # 0, para todo b € F, ou
b-(—a) # 0, para todo b € F. Seja o’ igual a a ou —a, satisfazendo b-a’ # 0,
para todo b € F. Defina GG como o seguinte conjunto:

G={reA:ylyeFAy-d <)}

Mostraremos que G é um filtro. Da hipdtese sobre a’ segue que 0 ¢ G.
Comole Fel-a <1,temosquel € G. Sex <y, parax € Geye A,
entao existe b € F tal que b-d’ < x. Pela transitividade de <, concluimos
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que b-a’ <y e, portanto, y € G. Falta mostrar que, se b e ¢ pertencem a G,
entao b-c € G.

Sejam b e ¢ elementos de GG. Temos que existem b',¢ € F tais que
(O -ad)<be(d -d)<c. Istoé,

(1) b -d)y-b=0-d
(2) (d-d)-ec=d-d

Como V' - ¢ € F, uma vez que F' é um filtro, para mostrar que b - ¢ pertence
a G é suficiente mostrar que (b' - ') -a’ < b-c. Isto é, mostraremos que

(3) b -d-d)y (b-e)y=b--d

Usando (1), (2) a idempoténcia (a' - a’ = a') e as propriedades de associ-
atividade e comutatividade, temos que

(b'd)-a" - (be)= (O -ad' -b)-(d-d-c)= () d,

provando o que queriamos.

Provamos, portanto, que existe um filtro que contém propriamente o filtro
F, mostrando que F' nao é um ultrafiltro e concluindo a parte (a) do lema.

A parte (b) segue da parte (a) e das leis de Morgan. De fato, suponha
que F' é um ultrafiltro, a + b € F e tanto a quanto b nao pertencem a F'.
Pela parte (a) isso significa que —a € F' e —b € F. Como F é um filtro,
temos que (—a) - (—=b) € F. Pelas leis de Morgan, —(a + b) = (—a) - (=b).
Portanto, tanto a + b quanto —(a + b) pertencem a F', de onde segue que
0 € I, contradizendo que F' é um filtro.

Para a parte (¢) usaremos o lema de Zorn. Seja X o conjunto de todos os
filtros em A que contém F', e seja C' uma cadeia em (X, C). Isto é, para todos
F} e F, pertencentes a C', vale Fy C Fy ou Iy C Fi. Deixamos como exercicio
ao leitor provar que |JC' é um filtro que contém F. Em particular, | JC € X
e G CJC, para todo G € C. Portanto, C' possui limitante superior. Pelo
lema de Zorn, (X, C) possui um elemento maximal u. Isto é, u é um filtro,
contém F', e nao esta contido em qualquer outro filtro sobre A. Ou seja, u é
um ultrafiltro que contém F', como queriamos provar. |

Teorema B.16. Toda dlgebra de Boole € isomorfa a uma dlgebra de conjun-
tos, com as operagoes usuais descritas no Lema B.6.
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Demonstracao: Definimos S(A) o conjunto dos ultrafiltros sobre A (cha-
mado de espago de Stone da &lgebra A). Defina uma funcao f : A —
P(S(A)) do seguinte modo:

fla) ={ue S(A) :a € u},

para todo a € A.

Seja X a imagem de f. Mostremos que a imagem de f é uma algebra
de conjuntos. De fato, ) € X, pois f(0) = ), uma vez que 0 nio pertence
a nenhum filtro. Por outro lado, como 1 € u, para todo ultrafiltro u, temos
que f(1) = S(A).

Pelo Lema B.15, parte (a), para todo ultrafiltro u temos que a € u se, e
somente se —a ¢ u. Portanto,

f(=a) = S(A) ~ fa),

provando que X ¢é fechado pela operagao de complemento.

Verifiquemos que X é fechado por unides e interseccoes, provando que
fla-b) = f(a) N f(b) e f(a+Db) = f(a) U F(b).

Suponha que u € f(a-b). Isto significa que u é um ultrafiltro e a - b € u.
Portanto, como a -b < aea-b < b, temos que a € u e b € u. Logo,
u € f(a)N f(b). Reciprocamente, se u € f(a)N f(b), temos que a € ueb € u
e, como u é um filtro, a - b € u, provando que u € f(a - b).

Suponhamos, agora, que u € f(a + b). Temos que a + b € u e, pelo
Lema B.15, parte (b), vale a € u ou b € u, de onde segue que u € f(a)U f(b).
Reciprocamente, se u € f(a), temos a € u e, como a < a+b, valem a+b € u
e, portanto, u € f(a + b). Analogamente, se u € f(b) entdo u € f(a + b).

Mostramos nao apenas que X é uma algebra de conjuntos, mas que f é
um homomorfismo de A em X. Para mostrarmos que f é um isomorfismo,
basta provarmos que f é injetora. Sejam a e b dois elementos distintos de A
e provemos que f(a) # f(b).

Vejamos que a-(—b) ou (—a)-b é diferente de 0. Suponhamos, por absurdo,
que ambos sao iguais a 0. Pelo Teorema B.2, itens 5 e 6, —(a-(—b)) = (—a)+b.
Como —0 = 1 (exercicio), disso segue que (—a)+b = 1. Logo, de (—a)-b =0
e do item 4 do Teorema B.2 segue que b = —(—a) e, pelo item 5 do mesmo
teorema, b = a.

Assumiremos, sem perda de generalidade, que a - (—b) # 0. O caso
(—a) - b # 0 é andlogo. Defina

F={xeA:a - (-b) <z}
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E f4cil verificar que F é um filtro, e deixamos a prova por conta do leitor.
Pelo Lema B.15, parte (c), existe um ultrafiltro u que contém F. Como
a-(=b)<aea-(—b) <btemos que a e —b pertencem a u. Logo, pelo item
(a) do Lema B.15, b ¢ u. Isso prova que u € f(a) mas u ¢ f(b), provando

que f(a) # f(b). ]

Notas sobre o espago de Stone: para quem ja estudou topologia, convém
ressaltar a importancia da construcao feita acima — mais que o préprio re-
sultado do teorema — para esse ramo da matemédtica. O conjunto S(A) é
um espago topoldgico compacto e 0-dimensional (isto é, possui uma base de
abertos-fechados), considerando a topologia gerada pela imagem de f. Isto
é, os abertos de S(A) sdo as unides arbitrarias de conjuntos da forma f(a)
(que, normalmente, indicamos por a*).

Reciprocamente, todo espago topoldgico compacto e O-dimensional é ho-
meomorfo ao espaco de Stone da &dlgebra de conjuntos dos abertos-fechados
desse espaco. Dessa forma, o teorema de representacao de Stone fornece um
dualismo bastante 1til entre as algebras de Boole e os espagos topoldgicos
compactos e O-dimensionais.

Exercicios

1. Prove formalmente o Teorema B.2, usando a axiomatizacao da légica de
primeira ordem.

2. Seja A= (A,+,:,—,0,1) uma &dlgebra de Boole. Um subconjunto nao-
vazio S de A é uma familia independente de A se satisfaz a seguinte condigao:
sen € N, ay,...,a, sdo elementos distintos de S e a,...a), sdo elementos
de A tais que, para cada i, a; = a; ou a, = —a;, entdo a} - ...-al, # 0.
Prove que, na édlgebra de Lindenbaum da logica proposicional, as classes
de equivaléncia das férmulas atomicas formam uma familia independente.

3. Seja A= (A,+,-,—,0,1) uma algebra de Boole. Dizemos que um sub-
conjunto S de A gera a algebra A se, para todo a € A \ {1}, existem
bi,...,b, € A tais que a = by + ... + b, e cada b; é da forma ¢} -...- ¢, ,
onde, para cada i < n e j < m;, temos cé € S ou —cé- es.

Uma algebra de Boole é livre se é gerada por uma familia independente.
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Prove que a algebra de Lindenbaum da légica proposicional é livre.

4. Sejam n um nuimero natural e pq,...,p, formulas atomicas da logica
proposicional. Seja L’ o conjunto das férmulas da linguagem da légica pro-
posicional que nao possuem nenhhuma subférmula atomica além das férmulas
de p; a p,. Defina A como em B.9, tomando L' no lugar de L (isto é, A é a
dlgebra de Lindenbaum da linguagem L').

(a) Prove que o dominio de A possui 22" elementos.

(b) No caso n = 2, descreva todos os elementos do dominio de .4, escolhendo
um representante para cada classe de equivaléncia.

5. Prove que uma &lgebra livre gerada por uma familia independente de
tamanho n tem 22" elementos.

6. Prove que duas algebras livres finitas, com a mesma quantidade de ele-
mentos (no dominio), sdo sempre isomorfas.

7. Mostre que o enunciado do exercicio 5 nao é verdadeiro se tirarmos a
hipdtese das algebras serem livres. Isto é, mostre que existem duas algebras
finitas nao isomorfas e que possuem a mesma quantidade de elementos.

Sugestao: Construa uma algebra de conjuntos formada por 16 elementos
e que é gerada por uma familia nao independente de conjuntos. Inspire-se
nos diagramas de Venn-Euler.
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